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АННОТАЦИЯ Анализ состояний больших водоемов важно  для общей оценки состояния водоемов. Использование 
зональных характеристик, информационных технологий, баз данных, позволяет отобразить реальное состояние водоемов. 
В связи с этим при прогнозировании экологического состояния водохранилища по ограниченной группе экологических 
показателей можно использовать данные прототипа для исследуемого или проектируемого водохранилища (аналога), 
которое находится в геосистеме близкой по характерным показателям к геосистеме аналога. 
Ключевые слова: геосистема, прототип, инфинитезимальное решение, интервал стабильности. 
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ANNOTATION. Model the prototype can serve as a well-studied body of water or specially created hydraulic structure, so arranged 
that the entrance was formed by such processes that reflect the processes in the reservoir, which requires the prediction of certain 
processes, e.g., processes of sedimentation. Analysis of the conditions of the big reservoirs important for an overall assessment of 
state water bodies. Using zonal characteristics, information technology, database data allows display real status of water bodies. On 
the basis of reservoir in predicting environmental status for a limited group of environmental indicators can be used for the test of 
the prototype data or the projected reservoir (analogue), which is in close geosystem the characteristic parameters to geosystem 
analog. This technique allows to carry out assessments of mol at a predetermined time interval on the basis of experimentally 
measured specific values of settling of suspensions in water of the reservoir from a known volume of water. The accuracy of 
estimates is determined by the accuracy of determining the specific amount of precipitation deposited per unit time from the volume 
of water used. The results will be more accurate, the more accurate will be executed zonal division of the reservoir in determining 
the quantities of the deposited substances from the respective zones of artificial reservoir. 
Keywords: geosystem, prototype solution infinitesimal interval of stability. 

 
Введение 

 
В природопользовании объекты исследования 

описываются сложными зависимостями природного и 
социально-экономического характера. В связи с этим 
при анализе экологических систем часто используют 
логические методы, которые устанавливают связи 
между объектами. При системном анализе к числу 
логических относят методы индукции, дедукции, 
экспертных оценок и аналогии.  

 
Постановка задачи 

 
Метод аналогий чаще всего применяют при 

разработке локальных прогнозов. Так, при 
прогнозировании экологического состояния 
водохранилища по ограниченной группе 
экологических показателей можно использовать 
данные прототипа для исследуемого или 
проектируемого водохранилища (аналога), которое 
находится в геосистеме близкой по характерным 
показателям к геосистеме аналога. 

Моделью-прототипом может служить хорошо 
изученный водоем или специально созданное 
гидротехническое сооружение, оборудованное таким 
образом, чтобы на входе формировались такие 
процессы, которые отражают процессы в 
водохранилище, которое нуждается в прогнозе тех 
или иных процессов, например, процессов заиления. 
Для выбора значений настраиваемых параметров 
должны использоваться специально разработанные 
критерии подобия. В качестве таких критериев могут 
быть использованы различные относительные 
характеристики, которые являются ключевыми при 
исследовании конкретной локальной задачи, 
соответствующих процессов, протекающих в 
водохранилище в условиях конкретной геосистемы, 
включающей водоем, водосборный бассейн,  

Оценка процессов заиления требует 
проведения большого объема различных расчетов: 
балансовых расчетов (энергии и вещества), 
характеризующих структуру природных комплексов 
меньшего ранга (аквасистем, зон, участков, 
биотопов); разработку моделей (гидравлических, 
гидрологических); оценки степени антропогенного 
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воздействия на водоем (внесение вещества в водоем); 
оценки динамики водоема (путем сравнения 
результатов измерений, полученных в разные годы). 
Применение методики изучения седиментационного 
материала водохранилищ предполагает получение 
большого количества информации, связанной с  
оценкой притока наносов из вышерасположенного 
водохранилища, измерений мутности воды, оценку 
склонового смыва, вычисление продуктов эолового 
переноса, отступление берега водохранилища и др. 
Такой значительный объем работы не всегда может 
быть практически реализован даже для моделей 
прототипов. 

Второй путь состоит в приближенной оценке 
объемов наилка в водоеме – прототипе, оседающего 
на дно ИВ в течение заданного интервала времени. 
Для этой цели осуществляется зональное разбиение 
территории водохранилища, которое позволяет 
вычислить зональные объемы воды с одной стороны и 
экспериментально определить количество 
осаждаемого вещества из удельного объема каждой 
зоны в единицу времени на характерном интервале 
времени по количеству осадков (сезон, месяц, 
неделя). Используя модель динамики осаждения, 
можно определить интегральное количество 
осаждаемого вещества на заданном интервале 
времени, интегрируя по времени и суммируя объемы 
осадка по зонам.  

При разработке модели динамики заиления в 
качестве исходных данных будем считать  
известными контур береговой линии ИВ и профили 
его  донной поверхности. Расчеты привязаны к 
актуальному уровню  поверхности водоема, обычно 
НПУ. Поэтому в качестве исходных точек отсчета 
используем данные, соответствующие НПУ [1-4].  

Всю директивную поверхность ИВ разобьем 
аппроксимирующими сечениями на 2 N  
элементарных сечений, каждому из которых 
соответствует элементарный объем. Каждый 

элементарный объем )2,1( NiVi =  определяется 

произведением площади iS    i -го сечения на длину il  

(вдоль берегов линии вниз по течению), на которой 
площади сечения приближенно считается постоянной. 
Площади )( lS  изменяются над полусегментами 

Ni llll 221 ,...,,...,,  и принимают значения )(lSi . Если  

constSi =  над il , то iSS=  при ill ← . ∑
=

=
N

i

i Ll
2

1

, где 

L  длина береговой линии, подвергнутая разбиению 
аппроксимирующей дискретизации. Дискретные 
элементы длины  )2,...,2,1( Nil i =  определены 

следующим образом:. 
 

{ } { } ......:: 21122221212111 llllllllllll =≤≤=≤≤=
 

 

где 21, ii ll  – границы интервалов  il . Площадь  сечений 

iS  – непрерывные функции длины на интервалах их 

определения. 
С учетом этих определений приближенное 

выражение для объема водохранилища nV , 

включающего n  элементарных объемов будет иметь 
вид: 

 
).(...)(...)( 111211212 llSllSllSV iiinnnn −++−++−=         (1)       

 
Если помнить ,,0 121)1(2)1(11 llllll iinn ∆=−=−= −−  тогда  

∑
=

∆=
n

i
in lSV

1

.                    (2) 

 

Для определения площади сечения iS  

используем методику, основанную на вероятностном 
подходе (метод Монте-Карло). 

Для этой цели впишем сечение водоема в 
прямоугольник в соответствие с рис. 1. 

Рис.1 Определение площади сечения ИВ. 
 

Обозначим is  площадь описанного 

прямоугольника. Очевидно: 

iii yxs =                                 (3) 

Используем таблицу случайных чисел для 
генерации пар чисел R  и G  равномерно 
распределенных в интервале от 0 до 1. Число R  будет 
имитировать координату ),0( 1xxx ≤≤  число G  будет 

имитировать координату ).0( 1zzz ≤≤   

Статистически гипотеза заключается в том, 
что количество точек в описанном прямоугольнике 

iK  с площадью is , попавших в контур сечения ik  

пропорциональны площади iS , то есть 

,/
i

i
ii s

K
Sk =                              (4) 

Откуда следует 
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,
K

ks
S ii

i =                                       (5) 

где iK  число точек попавших в описанный 

прямоугольник, ik  – количество точек, попавших в 

контур сечения iS . При больших значениях iK , 

отношение 
i

i

K
k  приближенно можно считать 

вероятностью iP  попадания точек при их случайном 

размещении в прямоугольнике is , тогда  

.iii PsS =                                     (6) 

Пусть в элементарном объеме воды в 
результате действия суммы различных факторов 
имеется определенное количество веществ 
различного происхождения. Часть этих веществ 
оседает на дно водоема с определенной 
интенсивностью. Количество веществ, попадающих 
на дно водоема можно определить теоретически и 
экспериментально. Для теоретического анализа 
необходимо иметь модели процессов 
осадкообразования, которые в свою очередь требуют 
определенного набора исходных данных. Получение 
как моделей, так и исходных данных в условиях 
действия большого числа нестабильных внешних 
факторов является крайне сложной и трудоемкой 
задачей. 

Вместе с тем значительные интервалы времени 
функционирования ИВ характеризуются достаточно 
постоянными характеристиками состояния ИВ, 
значения которых имеют зональное распределение. 
Если экспериментально определить количественные 
характеристики осадконакопления в различных зонах 
ИВ, то можно использовать приближенные методики 
экспресс-оценок осадконакоплений в ИВ. По 
существу экспериментально можно определить 
скорости накопления массы осадков из единицы 
объема mv  в каждой m – ой зоне водохранилища на 

определенном интервале времени, для которого эта  
характеристика остается достаточно постоянной. 
Такими интервалами времени могут служить месяцы 
или сезоны. В этом случае нужно будет получить 
экспериментальные данные об осадконакоплении в 
каждой зоне ИВ в каждом из интервалов (12 месяцев 
года или четыре сезона). Более приближенной 
оценкой будет определение mv  ИВ по сезонам. 

Для создания такой методики необходимо в 
качестве исходных данных иметь следующую 
информацию [5]. 

)12,1;4,1( == jjTj  – для периодов  "сезон" и 

"месяц", соответственно (периоды, в которые можно 
считать неизменными характеристики 
осадконакопления). 

 
 
 

Таблица 1 Скорость осадконакопления, 
кг/сутки в период iT . 

Зоны 1 2 3 … 2 N  
Скорость 
осадконакопления,  
кг/сутки 

1vm  2vm  3vm  … 
Nvm 2  

 
Используем ранее введенные понятия 

зонального распределения, а также введем понятие 
"интервал стабильности". Под последним будем 
понимать интервал  времени  в течение которого 
скорости осадкообразования приближенно можно 
считать постоянными [6-8]. Обозначим x  – 
количество осадков, которое выпадает на интервал 
времени Θ  из объема воды .V  Это количество 
представлено вектором, компоненты которого 
определяют физический состав оседающей массы, в 
зависимости от происхождения соответствующих 
компонент .jx  

)....,,,( 21 nxxxxx =                               (7) 

 
В зависимости от зоны, соотношение этих  

компонент в составе общей массы будут различными 
и определяются они с помощью матрицы весовых 
коэффициентов .)2,1( MiAi =  Тогда скорость 

осаждения компонент  осадка в зависимости от зоны 
наблюдения и период наблюдения определяется 
следующим выражением 

 













∈∈+=

∈∈+=
∈∈+=

...,;)()()()(

.....................................................................

...,;)()()()(

...,;)()()()(

2122

2122

2111

θθ

θθ
θθ

tttvtxtAtx

tttvtxtAtx

tttvtxtAtx

NN
&

&

&

    (8)   

00

00

)(

)(

xtx

xtx

&& =

=
 

xx &,  масса осадков и скорость изменения массы, 

оседающей на дно водоема из единицы объема, 

00, xx &  – подлежат экспериментальному определению 

посредством лабораторных исследований проб воды, 
взятых в соответствующих зонах ИВ на заданных 
интервалах времени (один раз в месяц, в сезон или 
другое). Мутность (пример) 110=r  г/м

3. 
Вид )(tA  изменяется над полусегментами оси 

времени N221 ,...,, θθθ  и принимает значения 

соответствующие интервалу наблюдения iθ . Если 

constA =  над θ , то она принимает на θ  постоянные 
значения, то есть iAA=  при 2, AAt i =∈θ  при it 2θ∈  

Полусегменты ,...)2,1( =iiθ  определены следующим 

образом: 
{ } { } ...,;:;: 322211 tttttttt pp ≤=≤= θθ  

где ,..., 21 tt  точки изменения значений матрицы iA  в 

зависимости от рассматриваемого интервала времени. 
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)(tVi  – оценка  действий неучтенных факторов на 

соответствующие компоненты оседаемой массы.  
Элементы матрицы iA  в общем случае 

непрерывные функции времени на интервалах их 
определения iθ . Решение этой системы можно искать 

методом припасовывания или его обобщением с 
использованием мультипликативных интегралов  
[9-11]. 

Рассмотрим случай отсутствия действий 
неучтенных факторов, то есть положим 0)( =tVi . 

Возьмем первые n  уравнений системы (1), тогда 
квадратная матрица iX  – матрица системы (1), 

соответствующий первым n  уравнениям системы  ( n  
зон на различных интервалах jθ ) и начальными 

условиями EX i =)0( . 

Разобьем полусегмент ),( 0 Ktt  на k  элементов 

точкам  ),...,1,0( krt r = . Над введенными таким образом 

элементами определим матрицы .)( tr

iX  

Запишется следующим  образом  [12-13]. 
 

.... 1

0

1

210

t

t

t

t

t

t

t

t XXXX k

k

k

−
=                          (9) 

В силу малости элементов 1−−=∆ nnr ttt  матрицу 

коэффициентов можно считать  постоянной над 

каждым r -ым элементом. При этом матрица  rt

r

t

tX
1−
 

как решение системы дифференциальных уравнений с 
постоянными коэффициентами имеет вид 

.
1

tAt

t
rrt

r
eX ∆=

−
                             (10) 

Разложив правую часть этого равенства в 
матричный ряд  Тейлора, отбросив члены ряда, 
имеющие порядок малости выше первого и подставив 
в (2), получим: 

 
)()(...)( 11220

tAEtAEtAEX kk

t

t
k ∆+⋅∆+∆+= .  (11)              

 
Предел этого бесконечного произведения при 

0→∆  по определению является мультипликативным 
интегралом [8]: 

)tAE()...tAE(lim)AdtE(
k

r

t

t
kk

t
11

0
0

∆∆
∆

++=+∫ →

   (12) 

Используя обозначение начального времени 

01, tt jj =− , запишем выражение, связывающее значение 

вектора x  в начале и конце интервала t∆ : 
 

1,

1

)( −













+= ∫
−

ij

t

t

ji

ji xdtAEx
ji

ji

                        (13) 

здесь ).( ji

ji ttxx ==  

Пользуясь свойствами мультипликативного 
интеграла, объединим n  интервалов t∆  и получим 
выражение, связывающее значения вектора x  в 

начале и конце j -го интервал jT  ( j -го полусегмента 

оси времени jθ ): 
 

1

1
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)( −
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
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

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ji
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где jj xx ,1− – значения вектора x  соответственно в 

начале и конце интервала времени jT . 

Для последовательности m интервалов, 
пронумерованных в порядке ,,...,2,1 mj =  получим 

выражение 

,)( 0

1 1
1

xdtAEx
m

j

n

i

t

t

ji

m

ji

ji 


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







+= ∏∏ ∫
= = −

                    (15) 

где 0x  – значение вектора x  в начале периода 1T . 

Выражение (14) содержит мультипликативный 
интеграл, на основе которого построено 
инфинитезимальное исчисление. Решение (14) 
поэтому называют инфинитезимальным. Такое 
решение удобно использовать для кусочно-линейных 
систем, особенно для систем кусочно-постоянных, 
которым в периоды стабильности соответствует 
состояние ИВ. Использование такого решения 
предполагает знание постоянных матриц iA , которые 

определяют  распределение различных составляющих 
оседающей массы в соответствующих зонах 
(условиях) ИВ. Эти значения определяются на основе 
лабораторного анализа проб воды, взятых в 
соответствующих зонах ИВ и в соответствующие 
периоды времени [9]. 

Если 0)( ≠tv , то значение вектора x  на r -ом 

интервале времени имеет вид 
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Используя понятие мультипликативного 
интеграла, выражение (11) запишем в виде: 
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Данная методика позволяет провести оценки 
объемов наилка на заданном интервале времени на 
основе экспериментально измеренных удельных 
значений оседающих взвесей в воде водоема из 
известного объема воды. Точность оценок 
определяется точностью определения объема 
удельных осадков осаждаемых в  единицу времени из 
использованного объема воды. Результаты будут тем 
точнее, чем точнее будет выполнено зональное 
деление водоема при определении количеств 
осаждаемого вещества из соответствующих зон ИВ. 
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АНОТАЦІЯ Аналіз станів великих водойм важливо для загальної оцінки стану водойм. Використання зональних 
характеристик, інформаційних технологій, баз даних, дозволяє відобразити реальний стан водойм. У зв'язку з цим при 
прогнозуванні екологічного стану водосховища по обмеженій групі екологічних показників можна використовувати дані 
прототипу для досліджуваного або проектованого водосховища (аналога), яке знаходиться в геосистемі близькою за 
характерними показниками до геосистемі аналога. 
Ключові слова: геосистема, прототип, інфінітезимальне рішення, інтервал стабільності. 
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