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АННОТАЦИЯ Изложена методика построения конечно-элементной модели лопаточных конструкций, имеющих широкое 

распространение в энергомашиностроении. С использованием трехмерных криволинейных конечных элементов решена 

задача определения собственных частот колебаний лопаток турбины. Получена лучшая сходимость численного решения 

по сравнению с использованием моделей на основе распространенных типов конечных элементов. Также результаты 

численного решения хорошо согласуются с экспериментальными данными. 
Ключевые слова: трехмерные конечные элементы; лопатки турбомашин; частоты собственных колебаний; численное 

решение; сходимость; экспериментальные данные. 
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Makarov, Nikolaev, UKRAINE 
 

ABSTRACT The problem of turbine engines blades finite elements models development has been studied. All calculations have been 

provided for the turbine blades constructions that are widely spread in the power-plant engineering. The matter is that turbine 

blades have constructional non-homogeneity, which hardly ever could be correctly explained, using well-known finite elements and 
their mathematical dependences. On the other hand, the mathematical model should be as simple as possible for the purpose of its 

wide usage in the process of blades design. That is why the new finite elements model, which consists of three-dimensional 

curvilinear isoparametric finite elements, has been developed. It has been used for the free oscillation frequencies calculation. The 

whole model can be divided into three sections according to the three types of elements, used for the blade’s feather and two types of 

its conversion description. Such approach gives an opportunity to describe the whole blade as the superposition of the developed 
sections and make the process of turbine blades free oscillation frequencies spectrum calculation more correct and even compact. It 

has already been found that the convergence of turbine blades free oscillation frequencies calculations is much faster. The 

comparison was provided between the mathematical model, developed on the base of upper mentioned finite elements and the 

models, based on the two widespread types of elements such as “tetrahedron” and “prismatic”. It is also should be known that the 

results of the turbine blades frequencies calculation are close to the experimental data when the developed finite elements are used. 
The developed three-dimensional finite elements of curvilinear type and the mathematical model, based on them could be used for the 

turbine and compressor blades stress-strained problem solution. 

Keywords: three-dimensional finite elements; turbine blades; free oscillation frequencies; numeric calculation; convergence; 

experimental data. 
 

Введение 
 

С момента появления метода конечных 

элементов (МКЭ) одной из сфер его применения 

были расчеты на прочность. Свойства конечно-

элементных моделей определяются используемыми 

конечными элементами. В зависимости от сложности 

исследуемых конструкций возникает необходимость 

использовать имеющиеся или разрабатывать новые 

конечные элементы. 

Лопатки являются составными частями для 

многих изделий, используемых в 

энергомашиностроении. Детали данного типа 

обладают высокой трудоемкостью при изготовлении, 

что, в свою очередь, обусловлено появлением 

конструктивной неоднородности во время их 

формообразования. Поэтому вопросы, связанные с 

рациональным проектированием подобных 

конструкций на основе метода конечных элементов, 

нашли свое отражение в работах ряда авторов. Так в 

работах [1, 2] при помощи МКЭ исследуются как 

охлаждаемые, так и не охлаждаемые лопатки 

турбины, однако, недостатком предложенных 

методик является то, что перо лопатки, а тем более 

его полость не могут быть корректно смоделировано 

двумерными конечными элементами. Это, в свою 

очередь, снижает достоверность полученных 

результатов. Поэтому в ряде работ [3 − 5] 

используются трехмерные конечно-элементные 

модели лопаток. Так в [3] при моделировании пера 

лопатки применяются четырехузловые конечные 

элементы оболочечного типа, а для бандажной полки 

и замковой части – восьмиузловые призматические 

элементы. При исследовании лопаточных венцов в 

работе [4] для конечно-элементной аппроксимации 

использовались восьмиузловые призматические 
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элементы, а в [5] – четырехузловые элементы 

секторного типа. Комплексные исследования 

лопаточного аппарата турбомашин при помощи МКЭ 

в трехмерной постановке проводились Ю.С. 

Воробьевым [6 − 8].  

Анализ приведенных выше работ позволяет 

сделать вывод о том, что метод конечных элементов 

обладает наибольшей вычислительной точностью 

только в случае рационального выбора всех типов 

элементов, описывающих составные части лопатки. 

Поэтому задача разработки уточненных 

математических моделей лопаточных конструкций с 

использованием трехмерных конечных элементов, 

учитывающих все их конструктивные особенности, 

является актуальной. 
 

Цель работы 
 

Целью работы является построение 

уточненных конечно-элементных моделей лопаток 

турбомашин с использованием трехмерных 

криволинейных конечных элементов. Следует 

отметить, что конструкция пера лопатки, являющаяся 

сложной пространственной криволинейной 

поверхностью, представляет особый интерес. 

Остальные конструктивные части лопатки, такие как 

хвостовик, полка и бандажи вполне 

удовлетворительно могут быть описаны стандартным 

набором восьмиузловых призматических конечных 

элементов [9]. 
 

Изложение основного материала 
 

Постановка задачи. Рассматривается задача 

определения собственных частот колебаний 

неохлаждаемой рабочей лопатки турбины. 

Исследуемая лопатка расположена в прямоугольной 

системе координат xyz с началом в центре масс 

корневого сечения, которая вращается вместе с 

лопаткой с угловой скоростью Ω. Ось z направлена по 

радиусу от оси вращения ротора турбины, а ось x – 

параллельна оси вращения (рис. 1). 

Колебания трехмерной конечно-элементной 

модели твердого тела могут быть описаны при 

помощи вариационного принципа Лагранжа ІІ рода: 
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где L = П−T – функция Лагранжа; П – потенциальная 

энергия деформации элемента; Т – кинетическая 

энергия колебаний элемента; qi – обобщенная 

координата i-го узла; n − число узлов элемента. 
 

 
 

Рис.1 − Рабочая лопатка турбины в декартовой 

системе координат 
 

На основе зависимостей, приведенных в работе 

[6], потенциальная энергия деформации конечно-

элементной модели вычисляется так: 
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где K – матрица жесткости рассматриваемого 

конечного элемента; 

δ – вектор обобщенных перемещений узлов элемента. 

Кинетическая энергия определяется 

следующим образом: 
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где M – матрица масс рассматриваемого конечного 

элемента. 

Решение задачи. Разработанный для решения 

данной задачи трехмерный конечный элемент 

обладает свойствами, как криволинейного 

оболочечного элемента, так и криволинейного 

переходного. Три его модификации приведены ниже 

на рис.2. 

Конечный элемент EL1A имеет восемь узлов 

на срединной поверхности: по пять степеней свободы 

в каждом узле.  

Переход от глобальной системы координат 

лопатки к локальной системе координат элемента 

представлен ниже: 
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i = (1,2,…,8) 

где (x1,x2,x3) = (x,y,z) – декартовы координаты 

элемента;  

(
321 ,, iii xxx ) – декартовы координаты узла i; (ζ,ξ,η) – 

криволинейные координаты элемента (-1≤ξ≤1; -

1≤ζ≤1; -1≤η≤1); 
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Ni (η,ξ) – функции формы рассматриваемого 

элемента. Ni (η,ξ)=1 в узле i. В других узлах Ni (η,ξ) = 

0. 

 

 

  
а) б) 

 
в) 

 

Рис. 2 − Модификации трехмерного конечного элемента: 

а) − криволинейный конечный элемент для моделирования пера лопаток EL1A; б) – элемент перехода 

«перо лопатки – хвостовик» EL1B; в) – элемент перехода «бандажная полка – перо лопатки» EL1C 

 
 

В формуле (4) и далее предполагается 

суммирование по повторяющимся индексам. 

Функции формы для рассматриваемого конечного 

элемента EL1A приведены в зависимостях (5):
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Перемещения узлов элемента в направлениях 

x,y,z могут быть определены с учетом зависимостей 

(4) и (5): 
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(i = 1,2,….,8), 
 

где δ і − вектор перемещений i-го узла конечного 

элемента; 

hi – толщина элемента в месте расположения узла i; 

v1 и v2 − ортонормированные векторы, образующие с 

единичным вектором нормали к срединной 

поверхности правый орт в узле i; 

α1 и α2− углы поворота нормали в узле i относительно 

векторов  v1 и v2. 

При рассмотрении модификаций данного 

элемента EL1B и EL1C узлы с номерами 1 − 4 

находятся на срединной поверхности и имеют по пять 

степеней свободы. Узлы с номерами 5 − 8 − в углах 

элемента и имеют по три степени свободы. Функции 

формы, а также поля перемещений для них могут 

быть получены аналогично зависимостям (4 – 6), 

приведенным выше. 
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Для получения уравнения колебательного 

движения конечно-элементной модели необходимо 

подставить зависимости (4 – 6) в формулы (1 – 3). В 

этом случае: 
 

0 iijiij δKδM    (7) 

(i, j = 1,…,8) 
 

Тогда с учетом (7) и зависимостей, 

приведенных в работе [9], частотное уравнение для 

рассматриваемой конечно-элементной модели будет 

иметь вид: 

02  ii afa ijij MK ,  (8) 

 

где f – частота свободных колебаний лопатки, 

аі –амплитуда колебаний. 

 

Обсуждение результатов 

 

Для проверки адекватности математической 

модели и эффективности алгоритма расчета 

выполнено сравнение с результатами эксперимента 

по исследованию собственных частот колебаний 

рабочей лопатки турбины (fэ), приведенными в [13, 

14]. Материал − жаропрочная сталь СМ88У-ВИ. 

Частоты свободных колебаний лопатки 

приведены в таблице 1. Следует отметить, что для 

систематизации результатов используется такая 

форма обозначения форм колебаний, которая 

соответствует обозначениям, принятым в теории 

оболочек. Следовательно, m – число полуволн вдоль 

оси z лопатки, а n –число полуволн в поперечном 

сечении лопатки.  

 

Таблица 1 − Собственные частоты колебаний 

рабочей лопатки турбины 

 

Форма 

колебаний 
fp (Гц) fэ (Гц) 

m=0; n=1 225 185−201 

m=1; n=1 264 205−214 

m=1; n=2 292 240−268 

m=2; n=3 301 281−299 

 

Анализ результатов, приведенных в табл. 1, 

показывает, что при сопоставлении расчетных 

данных с экспериментальными расхождение 

составляет 10 – 12,5%.  

На рис. 3 приведен график, показывающий 

количественную характеристику сходимости 

численного решения МКЭ по собственным частотам 

колебаний рассматриваемой лопатки турбины.  

 

 
 

Рис. 3 − График сходимости частоты свободных 

колебаний лопатки турбины в зависимости от 

плотности конечно-элементной сетки по высоте 

лопатки: 

1) − четырехузловой конечный элемент типа 

«тетраэдр»; 2) – восьмиузловой конечный элемент 

типа «призма»; 3) – восьмиузловой криволинейный 

конечный элемент EL1А 

 

Кривые сходимости приведены для трех 

разных типов конечных элементов с равной степенью 

дискретизации конечно-элементной сетки для 

каждого из них. 

Все три графические зависимости, 

приведенные выше, показывают устойчивую 

сходимость численного решения МКЭ для 

рассматриваемой задачи. Однако, варианты 

дискретизации твердотельной модели лопатки 

конечными элементами типа «тетраэдр» или 

«призма» дают завышенные значения частот 

собственных колебаний по сравнению с 

экспериментальными данными (табл. 1) и, 

следовательно, являются менее предпочтительными. 

 

Выводы 

 

Решена задача построения уточненной 

конечно-элементной модели лопаток турбомашин с 

использованием трехмерных криволинейных 

конечных элементов. С ее помощью определены 

частоты собственных колебаний лопаток турбины. 

Получена лучшая сходимость численного решения 

задачи в сравнении с другими типами конечно-

элементной дискретизации, а также хорошее 

совпадение результатов численного расчета с 

экспериментальными данными. Следовательно, 

применение конечно-элементной модели подобного 

типа является предпочтительным при решении задач 

о колебаниях лопаток. В дальнейшем с ее 

использованием возможно провести исследования 

вынужденных колебаний и напряженно-

деформированного состояния лопаток турбомашин. 
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