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АНОТАЦІЯ В статті розглянутий комбінаторний алгоритм розрахунку раціональних варіантів лінійного розкрою 

матеріалів для побудови технологічної матриці варіантів розкрою малої та середньої розмірності. Наведені приклади 

розрахунків за алгоритмом 
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ABSTRACT The problem of linear cutting is found in many areas of industry: mechanical engineering, metallurgy, wood processing 

and garment industry, pulp and paper industry and others. Optimal cutting minimizes waste production, so this topic is relevant. The 

task of minimizing the waste production of cutting is preceded by the task of setting the maximum number of rational variants of 

cutting materials. The complexity of the problem, namely, the dimension of the cutting matrix and the number of variables for further 

optimization, is directly determined by the number of rational variants of cutting considered in the model. In the article a 

combinatorial algorithm for calculating rational variants of linear cutting of materials for constructing a technological matrix of 

small and medium dimension nesting variants is considered. The generating function for calculation the number of variants types of 

the cutting is used. The definition of all variants of cutting in the three-dimensional case is reduced to the search for all integer 

points of space near the plane constructed on the basis of the Diophantine equation. A block diagram of the algorithm for 

constructing the technological matrix of cutting in a general form is given. Numerical examples are considered. Carried out 

researches and computer calculations have shown that with a significant increase in the number of species parts that need to cut out 

the calculation card cutting increases geometrical progression law. 
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Вступ 

Задачі лінійного розкрою матеріалів виникають 

в багатьох галузях промисловості: машинобудуванні, 

металургії, деревообробної та швейної промисловості, 

целюлозно-паперової промисловості та ін. 

Оптимальний розкрій матеріалів дозволяє 

мінімізувати відходи виробництва, тому цій темі 

присвячені численні дослідження [13]. Близькою 

задачею до розкрою є задача лінійного пакування, яка 

виникає в різних галузях, зокрема в інформаційних 

системах [4]. 

Питання класифікації задач раціонального 

розкрою і пакування, були розглянуті в роботах [5-7]. 

В роботі [8] приведений огляд методів розв’язування 

класичних задач розкрою-пакування.  

В роботі [9] розглянутий метод точної 

квадратичної регулярізації (EQR) розв’язку даного 

класу задач показав переваги для вирішення задач 

великої розмірності. 

Постановка задачі лінійного розкрою 

матеріалів передбачає: маються вихідні заготівлі 

заданого розміру L , які необхідно розкроїти на 

m  деталей заданої довжини mqqq ,..., 21 . Відома 

потреба mbbb ,..., 21  в заготівках відповідної довжини. 

Для математичної постановки задачі необхідно 

визначити технологічну матрицю варіантів розкрою 

(«карта розкрою») вихідної заготівлі на деталі заданої 

довжини. Дана матриця породжує матрицю A , де 

елемент ija  означає кількість заготівках i -го виду, 

при j -тої технології розкрою. Пов’язуємо з кожною 

технологією позитивну цілу змінну ix , яка показує 

скільки раз i-та технологія розкрою 

використовувалась. Для кожної технології розкрою 

визначим вектор залишків c . Тоді задача 

оптимального розкрою полягає в наступному: 

Знайти 

}цілі ,0 ,,...,1

 ,min{
11






i

j

n

i

iij

n

i

ii

xmj

bxaxc
, (1) 

що дозволяє мінімізувати залишки розкрою. 

Вирішенню задачі (1) передує робота по 

встановленню варіантів розкрою матеріалу. Оскільки 
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кількістю включених в модель варіантів 

безпосередньо визначається розмір матриці задачі і 

число змінних величин. 

Ціль роботи 

Розробити алгоритм, який дозволить 

сформувати технологічну матрицю варіантів розкрою 

вихідної заготівлі заданого розміру L  на m видів 

деталей заданої довжини mqqq ,..., 21 . 

Викладення основного матеріалу 

На рис. 1 представлено варіанти розкрою 

вихідної заготівлі на деталі заданої довжини. 

Рисунок 1– Формування варіантів розкрою 

Для пошуку шуканого максимального набору 

варіантів розкрою необхідно організувати перебір 

всіх допустимих розкроїв. Але при великих значеннях 

m повний перебір є практично нерозв’язною задачею. 

У зв’язку з цим застосовують різні процеси 

обмеженого перебору. В окремих випадках це просто 

достроково перервний процес, тоді вектор аі не 

обов’язково забезпечує мінімум функції (1) і 

отриманий розкрій є лише близьким к оптимальному 

(раціональний). В інших випадках організують 

цілеспрямований обмежений перебір, який забезпечує 

мінімум функції (1) за певну кількість кроків [2]. 

Доцільно заздалегідь виключити з розгляду 

явно нераціональні способи з настільки великим 

відходом, що вони майже напевно не увійдуть в 

оптимальний план.  

Під великим відходом будемо розуміти, 

залишок заготівлі після розкрою, який перевищує або 

дорівнює довжині мінімальної деталі, що повинні 

отримати. На такий крок доводиться йти свідомо, 

інакше число варіантів зросло б у багато разів. 

Розглянемо алгоритм побудови технологічної 

матриці варіантів розкрою («карти розкрою») 

вихідної заготівлі на деталі заданої довжини, який 

оснований на наступному жадному алгоритмі [10]: 

Алгоритм 

1. Відсортувати довжини деталей

mqqq  ...21

2. Розкроїти заготівлю на максимальну

кількість деталей 1-го виду: 











1

11
q

L
a , 1i  

3. Обчислити довжину залишку матеріалу

11 modqLy  , 

4. Перевірити довжину залишку

mi qy 0

якщо виконується умова, то перейти на шаг 5, інакше 

перейти на шаг 7. 

5. Якщо mi  ,

01 ia , 

тобто усіх інших деталей при даної технології буде 0. 

6. Перейти на шаг 11.

7. 1 ii , тобто перейти до деталі наступного

виду 

8. Залишок заготівлі розкроїти на деталі і-го

виду 









 

i

i

i
q

y
a 1

1

9. Обчислити довжину залишку матеріалу

iii qyy mod1 , 

Перейти на шаг 4. 

11. Кінець. Отримана технологія розкрою.

Розглянемо приклад формування технології 

розкрою, використовуючи представлений алгоритм. 

Приклад 1. Маємо заготівлю довжиною 21, яку 

необхідно розкроїти на деталі довжиною 2, 12 та 4. 

Дотримуючись алгоритму, відсортуємо 

довжини деталей в порядку убування, тобто 

отримаємо наступну послідовність довжин 

деталей:12, 4, 2.  

Розкроїмо заготовлю на деталі довжиною 12. 

Таких деталей вийде одна штука. Залишок від 

заготівлі, рівний 9, більший від значення довжини 

мінімальної деталі, тому переходимо на сьомий крок 

алгоритму і використовуємо даний залишок для 

розкрою деталей довжиною 4. Таких деталей вийде 2 
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штуки із залишком заготівлі рівним 1, якого не 

вистачить для виготовлення деталей іншого виду, 

тобто виконується умова на четвертому кроці і 

переходимо на крок п'ять. Так як при побудові даної 

технології були розглянуті в повному обсязі не всі 

види деталей, то їх кількість встановлюємо рівним 0. 

Відповідно, отримали наступну технологію розкрою 

заготівлі довжиною 21 на деталі довжиною 12, 4, 2. 



















0

2

1

1a

Даний алгоритм дозволяє отримати технологію 

розкрою вихідної заготівлі тільки одного виду.  

Для апріорного підрахунку кількості варіантів 

видів розкрою, використаємо математичний 

підрахунок, оснований на задачі про розмін [11].  

Переформулюємо задачу про розмін до задачі 

про розкрій: визначити повне число варіантів розкрою 

заготовки довжиною L, на деталі довжиною 

mqqq ,..., 21 . Для чого необхідно побудувати твірну 

функцію (в комбінаториці генератриса, від англ. 

generating function) розкрою наступного загального 

виду:  

)1)...(1)(1)(1(

1
)(

321 qmqqq
xxxx

xf




та розкласти її в ряд Тейлора. Шукана кількість 

варіантів розкрою точно дорівнює коефіцієнту перед 
Lx  в ряду Тейлора. 

Приклад 2. Заготівлю довжиною 12 розкроїти 

на деталі довжиною 2, 3 та 4. В даному випадку 

найкоротша деталь дорівнює 2, тоді максимальна 

довжина відходу дорівнює 1. 

Складемо твірну функцію )(xf  та розкладемо 

її в ряд Тейлора: 

)(7453423
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

Тоді коефіцієнт при степені 12x встановлює 

кількість варіантів 71 N  розкрою заготівлі з 

нульовими відходами. Аналогічно, кількість варіантів 

розкрою даної заготівлі з відходом 1 дорівнює 

коефіцієнту при 11x , тобто 42 N . Загальна кількість 

варіантів дорівнює 114721  NNN . 

Розглянемо ще один приклад. 

Приклад 3. Маємо заготівлю довжиною 21, яку 

необхідно розкроїти на деталі довжиною 2, 12 та 4. 

Для підрахунку варіантів розкрою складемо 

твірну функцію та розкладемо її в ряд Тейлора: 

)(9
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

З наведеної формули можна побачити, що всі 

степені членів ряду парні, оскільки потрібні довжини 

деталей парні. Задана заготівля довжиною 21 не може 

бути розкроєна безвідходно. При значенні відходів в 1 

(тому що найкоротша деталь довжиною 2) число 

варіантів розкрою дорівнює коефіцієнту при 20x : 

9N . 

Для побудови алгоритму, який дозволить 

побудувати усі варіанти розкрою, розглянемо 

геометричну інтерпретацію задачі в трьох вимірному 

випадку: знайти карту розкрою, тобто всі раціональні 

варіанти розкрою заготівлі довжиною L на деталі 

трьох видів довжиною a, b, c. 

В строго безвідходному випадку кількість 

деталей в варіанті розкрою визначається з 

(діофантового) рівняння [12]: 

Lczbyax  , 

де x, y, z – невід’ємні цілі числа. 

Геометрично рівняння являє собою площину в 

просторі. А задача зводиться до знаходження всіх 

точок площини, які мають цілочисельні координати. 

Далі, якщо при розкрою допустимі відходи, 

наприклад, максимальної довжини h, то пошук 

цілочисельного розв’язку відбувається вже не на 

площині, а в просторовій області, що задається двома 

нерівностями: 

LczbyaxhL   

Геометрично область являє собою прошарок 

між двома паралельними площинами товщиною:  

222 cba

h



Тоді пошук варіантів раціонального розкрою 

геометрично переформулюється так: знайти в області 

між двома паралельними площами всі точки з 

цілочисельними координатами. Алгоритм реалізує 

послідовний перебір точок по кожному просторовому 

виміру. 

Блок схема комбінаторного алгоритму для 

отримання всіх видів технологій представлена на 

рис. 1. 

Підготовка до вирішення: 

 відсортувати довжини деталей 

  

mqqq  ...21 ; 
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 визначити максимальне допустиме значення 

величини відходів. Для відсортованих довжин 

деталей, це деталь mq ; 

mi qqdel  )min( , mi ,1 ; 

 визначити максимальну кількість деталей 

по кожному виду, які можна отримати з початкової 

заготівлі 











i

i
q

L
a max , mi ,1 1 jj

; 

 визначити максимальну кількість варіантів 

розкрою, використовуючи твірну функцію, N; 

 обнулити технологічну матрицю варіантів 

розкрою 

0ija , mi ,...,1 , nj ,...,1 . 

Обговорення результатів 

Використовуючи алгоритм, який 

представлений на рисунку 1 побудуємо технологічну 

матрицю варіантів розкрою для задачі, що розглянута 

в першому прикладі. 

На етапі підготовки для вирішення: 

відсортуємо довжини деталей в порядку 

убування, тобто отримаємо наступну послідовність 

довжин деталей: 12, 4, 2;  

максимальне допустиме значення величини 

відходів 2)min(  mi qqdel ; 

максимальна кількість деталей по кожному 

виду, які можна отримати з початкової заготівлі 



















10

5

1
maxa ; 

з прикладу 3 нам відомо, що кількість варіантів 

розкрою дорівнює 9. 

Результат формування матриці розкрою, 

використовуючи комбінаторний алгоритм розрахунку 

раціональних варіантів розкрою представлено в 

табл.1. 

Таблиця 1 – Технологічна матриця варіантів 

розкрою 

Довжи 

ни 

деталей 

Технології розкрою 

1a 2a 3a 4a 5a 6a 7a 8a 9a

12 0 0 0 0 0 0 1 1 1 

4 0 1 2 3 4 5 0 1 2 

2 10 8 6 4 2 0 4 2 0 

Рис. 1 – Блок-схема алгоритму побудови 

технологічної матриці варіантів розкрою 

так

ні 

так 

Початок 

max
2,...02 ai 

max
1,...01 ai 

max,...0 maim 

… 

imqiqiqS m  ...21 21

mi qy 0

1j

],...2,1[ imiia j 

1 jj

… 

Кінець 

ні
Nj 
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Висновки 

Розглянутий в роботі комбінаторний алгоритм 

розрахунку раціональних варіантів розкрою дозволяє 

швидко і надійно будувати технологічні карти 

розкрою малого та середнього розміру.  

Для підрахунку кількості варіантів видів 

розкрою використовується твірна функція. Кількість 

варіантів розкрою дорівнює коефіцієнту при степені 

довжини деталі при розкладанні твірної функції в ряд 

Тейлора. 

Визначення всіх варіантів розкрою в 

тривимірному випадку зводиться до пошуку всіх 

точок простору біля площини, побудованої на основі 

діофантового рівняння. 

Наведена блок-схема алгоритму побудови 

технологічної матриці розкрою в загальному випадку. 

Розглянуті чисельні приклади. 

При значному збільшенні кількості видів 

деталей m, що треба розкроїти, час розрахунку карт 

розкрою зростає за законом геометричної прогресії 

)( maOt  . 
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АННОТАЦИЯ В статье рассмотрен комбинаторный алгоритм расчета рациональных вариантов линейного раскроя 

материалов для построения технологической матрицы вариантов раскроя малой и средней размерности. Приведены 

примеры расчетов с помощью алгоритма. 
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