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АНОТАЦІЯ Наведено математичну модель поздовжньо-кутового руху машинно-тракторного агрегату на базі колісного
трактора та напівпричіпного агрегату. Модель дозволяє враховувати нелінійні зміни пружних та дисипативних
характеристик підвіски, пневматичних елементів, а також коливальний рух в шарнірі тягово-причіпного пристрою.
Запропоновано математичний алгоритм для визначення нелінійної характеристики пневматичної ресори залежно від
деформації передньої підвіски колісного трактора. Оскільки сьогодні головними трендами сучасного тракторобудування є
збільшення експлуатаційної швидкості руху та нарощування мас в вантажоперевезеннях, тоді дослідження в галузі
плавності руху вважається актуальним. Це обумовлено впливом зростаючих збурювальних факторів, які виникають при
збільшенні швидкостей руху на якісні показники підвіски транспортного засобу. Встановлено закономірність зміни
динамічної навантаженості ходової системи колісного трактора при виконані транспортних робіт з напівпричіпним
агрегатом залежно від агротехнічного стану опорної поверхні та наявності зазору в тягово-зчіпному пристрої.
Встановлено вплив різних систем підресорювання переднього моста колісного трактора на показники плавності руху
(середньоквадратичне прискорення рами та сидіння трактора) та динамічної навантаженості на ходову систему
колісного трактора. Доцільність даних досліджень обґрунтовано наявністю як практичної, так і теоретичної цінності.
Практична цінність роботи в тому, що вона дає змогу ще на етапі проектування або модернізації колісного трактора з
напівпричепом виявити динамічні складові, які негативним чином будуть впливати на плавність руху. Теоретична
значимість полягає у наданні математичного алгоритму для можливості оцінювання динамічної навантаженості ходової
системи машинно-тракторного агрегату. Що дає певні ефекти від впровадження в галузі надійності.
Ключові слова: колісний трактор; напівпричіп; ходова система; динамічна завантаженість; пневморесора; тягово-
причіпний пристрій

FORMATION OF A MATHEMATICAL MODEL OF THE DYNAMIC LOADING OF 
TRACTOR SUSPENSION WITH SEMI-TRAILER 

A. MAMONTOV, A. KOZHUSHKO, O. REBROV 

Department of Car and Tractor Industry, National Technical University "Kharkiv Polytechnic Institute", Kharkiv, UKRAINE 

ABSTRACT The mathematical model of the longitudinal-angular movement of a machine-tractor unit based on a wheeled tractor 
and semi-trailer unit is presented. The model allows you to take into account the non-linearity of changes in the elastic and 
dissipative characteristics of the suspension, pneumatic elements, as well as the oscillatory movement in the hinge of the towing 
device. A mathematical algorithm is proposed for determining the nonlinear characteristics of an air spring depending on the 
deformation of the front suspension of a wheeled tractor. Since today the main trends in modern tractor engineering is an increase in 
the operational speed of movement and mass increase in freight traffic, research in the field of smoothness of movement is 
considered relevant. This is due to the influence of growing disturbing factors arising from an increase in road speeds on the 
performance of the vehicle’s high-quality suspension. The regularity of changes in the dynamic loading of the running system of a 
wheeled tractor during transport work with a semitrailer unit has been established depending on the agrotechnical condition of the 
supporting surface and the presence of a gap in the towing device. The influence of various suspension systems of the front axle of 
the wheeled tractor on the smoothness indicators (rms acceleration of the frame and seat of the tractor) and dynamic loading on the 
running system of the wheeled tractor is established. The feasibility of these studies is justified by the presence of both practical and 
theoretical value. The practical value of the work lies in the fact that, even at the stage of designing or modernizing a wheeled tractor 
with a semi-trailer, it allows to identify dynamic components that will negatively affect the smoothness of movement. The theoretical 
significance lies in providing a mathematical algorithm for the possibility of assessing the dynamic load of the running system of a 
machine-tractor unit. This gives certain effects from the implementation in the field of reliability.  
Keywords: wheeled tractor; semi-trailer; chassis system; dynamic loading; air springs; tow hitch 

Вступ 

Вирішення задач у транспортній галузі будь-
якого сектору держави завжди було пріоритетним 
завданням, адже модернізація або впровадження 

нових технічних рішень відбивається на економіці 
підприємства. Особливої уваги слід надати 
транспорту в аграрному секторі тому, що сьогодні 
окрім автомобільного транспорту все частіше 
використовують тракторний. Це не дивно, адже доля 
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транспортних робіт може складати в деяких 
фермерських угіддях більше 50 % від загального 
обсягу. Це пояснюється великою трудомісткістю та 
енергоємністю процесів. Окрім того витрати на 
транспорту роботу закладаються при формуванні 
собівартості продукції.  

Використання машинно-тракторного агрегату 
(МТА) на транспортних роботах пояснюється низкою 
факторів: 

– тенденція розвитку тракторобудування
свідчить про постійне нарощування 
енергонасиченості, що дозволяє перевозити вантаж 
транспортом більшої вантажопідйомності [1,2]; 

– технічний рівень сучасних колісних тракторів
дозволяє вільно пересуватися по міським дорогам 
(мова йде про дотримання швидкісного режиму руху) 
та, водночас, виконувати тягові (технологічні) 
операції, тощо. 

Відомо, що розробка нових технічних рішень 
повинна задовольняти цілому ряду показників: 
техніко-економічних, експлуатаційних, надійності, 
ергономічності, тощо. В автомобільній промисловості 
широкого загалу набули пневмоконструкції ходових 
систем (пневмостійки, пневмоподушки та 
пневморесори), впровадження яких дозволило 
задовольнити потреби вище наведених показників. В 
тракторобудуванні також почали використовувати 
дані пневмоконструкції, але комбінуючи їх з 
гідравлікою. Таким чином, відомо, що на тракторах 
серій JCB Fastrac 8000 (Великобританія), Fendt 900 
Vario (Німеччина), John Deere 6R (США), New 
Holland T7 (США), та інші використовуються 
пневмогідравлічні конструкції підресорювання 
переднього мосту. Але наведені марки колісних 
тракторів є рамними, на тракторах з шарнірно-
зчленованою рамою впровадження таких систем 
підресорювання не передбачено. Це пояснюється 
складністю компонування таких тракторів, але з 
підвищенням технічного рівня резино-кордних 
виробів така проблема зникає, тому дослідження 
роботи та впровадження пневматичних систем 
підресорювання на колісні трактори з шарнірно-
зчленованою рамою є актуальним.  

Аналіз літературних даних та 
постановка проблеми 

Існує ряд наукових робіт [3–5], які 
досліджують вплив коливального процесу руху МТА 
на техніко-економічні (витрата палива, швидкість 
руху, тощо) та ергономічні показники. В роботі [3] 
наведено можливий спектр хвороб, що виникає у 
водія-оператора МТА при сталій роботі при 
недотриманні показників плавності руху колісного 
трактора. Але жодним чином не висвітлено алгоритми 
(експериментальний або теоретичний) визначення 
показників плавності руху транспортного засобу. 
Можливі алгоритми визначення показників плавності 
руху вказані в роботі [4]. Але матеріали [4] містять 

лише узагальнення методів та методик досліджень, 
що проводились різними вченими у галузі впливу 
вібрації на все тіло людини водія-оператора і не 
мають конкретних висновків. Вже більш детально і 
аргументовано автори в роботі [5] підкреслюють 
вплив зростання експлуатаційної швидкості МТА при 
русі по дорозі та бездоріжжю під час польових робіт. 
Дослідження в роботі [5] показали, що зростання 
швидкостей призводить і до зростання дії вібрації на 
водія-оператора, але не окреслено динамічний вплив 
на підвіску транспортного засобу. Також слід 
виділити матеріали роботи [6] адже в них автори 
аргументовано доводять, що на самопочуття водія в 
значній мірі впливає нерівність опорної поверхні при 
транспортуванні вантажу. Але автори [6] не наводять 
шляхи розв’язання впливу нерівності опорної 
поверхні, на нашу суб’єктивну думку можливим 
рішенням є дослідження роботи колісного трактора з 
різними системами підресорювання.  

Широкого загалу набули роботи [7–9], в яких 
автори підкреслюють значущість дослідження 
коливального процесу МТА з перемінною масою при 
виконанні транспортних робіт. У публікації [7] автори 
навели математичну модель, яка дозволяє оцінювати 
стійкість поздовжнього руху колісного трактора з 
причіп- та напівпричіп-цистернами. Рух рідини в 
цистернах призводить до нестабільності, що впливає 
на ряд показників МТА. Проте представлена 
математична модель має свої недоліки – вона 
представлена у відносній системі координат, що для 
роботи [7] достатньо, але не зовсім коректна при 
обчисленні динамічної навантаженості, адже 
розглядається лише сталий рух. Роботи [8,9] також 
направлені на стабілізацію руху, але за рахунок 
створення моделі енергетичних втрат та розкриття 
питань керованості руху. Ці роботи ґрунтуються на 
експериментальних даних і дають оцінки лише при 
конкретних агротехнічних профілях опорної поверхні 
при сталому русі транспортного засобу. Для того щоб 
узагальнити вплив на плавність руху необхідно 
широкий спектр дослідницьких можливостей. Більш 
коректна робота [10], в якій на основі метода 
контролю стійкості та диференційованого 
гальмування, проведено аналіз стабільності крену і 
механізму рискання колісних тракторів з 
напівпричепним агрегатом. Робота [10] базується на 
дослідженні впливу параметрів МТА на стійкість 
шляхом створення динамічної моделі транспортного 
засобу. Проте дана математична модель не може 
розглядатися, тому що не враховується рух шарніру в 
тягово-зчіпному пристрої, що може призвести до 
неточностей при побудові амплітудно-частотної 
характеристики.  

Динамічна навантаженість, як експлуатаційний 
показник, розглядалась в роботах [11–14]. У роботі 
[11] автори навели загальний математичний апарат 
для розрахунку динаміки руху колісних тракторів, але 
жодним чином не окреслили динамічну 
навантаженість ходової системи. Дослідження впливу 
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кількості демпферних опор в транспортному засобі 
представлено в роботі [12], але матеріали [12] 
направлені на дослідження багатовісних важких 
автомобілів. Вже більш в явній формі динамічна 
навантаженість простежується в роботах [13,14], але 
це завантаженість агрегатів трансмісії для колісного 
трактора [13] та для гусеничного [14].  

Тому проведений критичний аналіз літератури 
[3–14] дозволив сформулювати наступну мету роботи.  

Мета роботи 

Метою дослідження є визначення динамічної 
навантаженості ходової системи колісного трактора з 
шарнірно-зчленованою рамою шляхом наведення 
математичного апарату, який описує в поздовжній 
площині рух трактора з напівпричіпним агрегатом. 
Дослідження динамічної навантаженості проводилось 
з трьома видами конструкції системи підресорювання 
(переднього моста) колісного трактора 
(пневморесорна з амортизатором, пневморесорна без 
амортизатора, серійна ресорна підвіска).  

Для досягнення мети були поставлені такі 
завдання: 

– побудувати динамічну математичну модель
руху в поздовжній площині колісного трактора з 
напівпричіпним агрегатом. Дана модель повинна 
враховувати види підресорювання переднього моста 
трактора, нелінійність деформації пневматичних шин 
(трактора та напівпричепа), а також давала змогу 
моделювати роботу тягово-зчіпного пристрою;  

– оцінити вплив систем підресорювання
колісного трактора на плавність руху та динамічну 
навантаженість ходових систем. 

Виклад основного матеріалу 

Для формування математичної моделі руху 
колісного трактора з напівпричепом необхідно на 
першому етапі побудувати розрахункову схему, яка б 
враховувала вертикальні, поздовжні та кутові 
переміщення від основних складових сил, що діють 
при русі. МТА, який досліджується, симетричний 
щодо поздовжньої вертикальної площини. Це 
дозволяє використати плоску (так звану 
«велосипедну») розрахункову схему (рис. 1), де 
пружні зв'язки по бортах поєднуються, а маса умовно 
розділяється на підресорену та непідресорену.  

Рис. 1 – Розрахункова схема МТА 

Введемо ряд допущень і спрощень, які в 
значній мірі не впливатимуть на загальний результат 
моделювання: 

– пружними зв'язками між окремими
агрегатами МТА знехтуємо. Підресорена маса (разом 
з кабіною) розглядається як одне ціле абсолютно 

тверде тіло; 
– вагове навантаження по бортах розподілене

рівномірно; 
– пружні та демпфіруючи елементи 

розглядаємо у вигляді безмасової моделі, враховуємо 
тільки їхню піддатливість і коефіцієнти 
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демпфірування; 
– вважаємо, що машино-тракторний агрегат

рухається прямолінійно, профіль міняється синхронно 
під колесами правого та лівого бортів. Такий режим 
руху є максимально несприятливий з точки зору 
зовнішнього впливу; 

– контакт шини з опорною поверхнею
крапковий, шина котиться без відриву від опорної 
поверхні; 

– розглядаємо коливання остову в межах малих
відхилень. 

Загальний опис математичного апарату 
трактора описується наступними диференційними 
рівняннями. 

– вертикальні переміщення остову, переднього
моста та сидіння: 
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p apb pb apb pb

pb pb pb pb

m y K С K

С K K
С С

ν ν ζ

ζ ζ ζ

ζ ζ

⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =



     (2) 

0,C C C C C Cm Z С Kζ ζ⋅ + ⋅ + ⋅ =       (3) 

де Mtr, m1, mC – маса остову, переднього моста 
та сидіння з водієм трактора; trZ , 1y , CZ  – 
вертикальне прискорення центру мас остова, 
переднього моста, сидіння водія трактора; Cp1, Ka1 – 
жорсткість та коефіцієнт демпфірування елементів 
передньої підвіски трактора; 1ζ , 1ζ  – деформація та 
швидкість деформації передньої підвіски трактора; 
Cpb1, Kapb1 та Cpb2, Kapb2 – жорсткість, коефіцієнт 
демпфірування першого та другого пневматичного 
пружного елементу передньої підвіски трактора, 
відповідно; ζpb1, 1pbζ та ζpb2, 2pbζ – деформації, 
швидкість деформації першого та другого 
пневматичного пружного елементу передньої підвіски 
трактора; Csh1, Ksh1 та Csh2, Ksh2 – жорсткість, 
коефіцієнт демпфування пневматичних шин 
переднього та заднього моста трактора; νsh1, 1shν  та 
νsh2, 2shν  – деформації та швидкість деформації
пневматичних шин переднього та заднього моста 
трактора; CC, KC – жорсткість та коефіцієнт 
демпфірування пружного елементу підвіски сидіння 
водія трактора; Cζ , Cζ  – деформація та швидкість 
деформації підвіски сидіння водія трактора; Fashar – 
сила, що діє в шарнірі; γshar – кут взаємодії в шарнірі 
зчіпного пристрою трактора з напівпричепом.  

Визначення деформацій та її швидкостей 
базується на врахуванні характеристик мікропрофілю. 
Основні рівняння, що характеризують деформацію та 

її швидкість аналогічні роботі [7]. 
– горизонтальне переміщення остову:

( )

( )
( )

1 1 1
2 2

2 1 2 2

2

2

cos 0,

e tr tr
аtr sh sh

st sh

tr tr аtr арr sh sh

shar shara

M i
M g С f

r

M X M g M g С f

F

η
ν

ν

ν

γ

⋅ ⋅
− ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ −

+

− ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ −

− ⋅ =

  (4) 

де Me – ефективний крутний момент двигуна 
трактора [15,16]; itr – загальне передаточне число 
трансмісії трактора; ηtr – загальний механічний 
коефіцієнт корисної дії трансмісії трактора; rst – 
статичний радіус ведучого колеса трактора; trX  – 
горизонтальне прискорення центру мас остова 
трактора; Matr1 та Matr2 – маса, яка доводиться на 
передню та задню вісь трактора; g – прискорення 
вільного падіння; f – коефіцієнт опору кочення коліс 
трактора; Mapr1 – маса передньої частини 
напівпричепа, котра доводиться на задню вісь 
трактора. 

Рівняння (4) справедливе лише при 
моделюванні роботи трактора з постійно ввімкненим 
повним приводом та однаковим типорозміром 
передніх і задніх шин.  

– кутове переміщення остову трактора:

( )
( ) ( )

( )

( )

1 1 7 1 1 1 1

1  1 7 1 2 2 1 8

1 1 1 2 2 1 8

2 2 2 2 2 2

6

2 2

2 2

2 2

2 2
sin 0,

tr tr apb pb a

pb pb pb pb

p apb pb C C C

C C C sh sh sh sh

shar shara

J K l l K l

С l l С l l

С l K l l С l

K l K l С l
F l

ϕ ζ ζ

ζ ζ

ζ ζ ζ

ζ ν ν
γ

⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ − +

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ =

 



 

  (5) 

де Jtr – момент інерції, приведений до 
поперечної вісі, що проходить через центр мас остову 
трактора; trϕ  – прискорення кутових коливань остову 
трактора в вертикальній повздовжній площині 
відносно поперечної вісі.  

Математична модель рухомих вузлів 
напівпричіпного агрегату описується наступними 
рівняннями. 

– вертикальні переміщення рами агрегату та
мостів: 

( )2 sin 0;
pr pr apr pr

pr pr shar sharb

M Z K

С F

ζ

ζ γ

⋅ + ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ =


  (6) 

( )
3 3 3 3 3 3

1

2 2

2 0;

sh sh sh sh

pr pr
apr pr pr pr

pr

m y K С

L l
K С

L

ν ν

ζ ζ

⋅ + ⋅ + ⋅ −

 −
− ⋅ + ⋅ ⋅ =  

 



  (7) 

( )
4 4 4 4 4 4

2

2 2

2 0,

sh sh sh sh

pr pr
apr pr pr pr

pr

m y K С

L l
K С

L

ν ν

ζ ζ

⋅ + ⋅ + ⋅ −

 −
− ⋅ + ⋅ ⋅ =  

 



  (8) 
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де Mpr, m3, m4 – маса остову, переднього та 
заднього мостів напівпричепа трактора; prZ , 3y , 4y  – 
вертикальне прискорення центру мас остова, 
переднього та заднього мостів напівпричепа трактора; 
Cpr та Kapr – жорсткість та коефіцієнт демпфірування 
підвіски напівпричепа трактора; ζpr та prζ – 
переміщення та швидкість деформації підвіски 
напівпричепа трактора; Csh3, Ksh3 та Csh4, Ksh4 – 
жорсткість, коефіцієнт демпфування пневматичних 
шин коліс переднього та заднього мостів 
напівпричепа трактора; νsh3, 3shν  та νsh4, 4shν  – 
переміщення, швидкість деформації пневматичних 
шин коліс переднього та заднього мостів 
напівпричепа трактора; Lpr – відстань між мостами 
напівпричепа трактора; lpr1 – відстань від переднього 
моста напівпричепа трактора до точки кріплення 
амортизаційного пристрою підвіски напівпричепа; lpr2 
– відстань від заднього моста напівпричепа трактора
до точки кріплення амортизаційного пристрою 
підвіски напівпричепа. 

– горизонтальне переміщення рами агрегату:

( ) 2
2 3

1
2 4

cos

0,

pr
shar shar аpr sh

pr

pr
аpr sh pr pr

pr

a
l

F M g F f
L

l
M g F f M X

L

γ
 

⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ −  
 

 
− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − =  
 



 (9) 

де Mapr2 – маса задньої частини напівпричепа, 
котра доводиться на балансирний візок напівпричепу.  

– кутове переміщення остову рами агрегату:

( )
5 5

4

2

sin 0
оpr pr apr pr pr pr

shar sharb

J K l С l

F l

ϕ ζ ζ

γ

⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ =


,  (10) 

де Jopr – момент інерції, приведений до 
поперечної вісі, що проходить через центр мас остову 
напівпричепа трактора; prϕ  – прискорення кутових 

коливань остову напівпричепа в вертикальній 
повздовжній площині відносно поперечної вісі.  

Результуючі сили Fashar та Fbshar є 
рівноважними (Fashar = – Fbshar). Для подальших 
розрахунків приймемо Fashar = Fshar та Fbshar = Fshar.  

Сьогодні на більшості світових колісних 
тракторів при зчіпці з напівпричепним агрегатом 
можуть використовуватися такі пристрої, як 
гідрофікований крюк, так і маятникова скоба. Але 
використання маятникової скоби обмежено 
вантажопідйомністю агрегату. Тоді при формуванні 
моделі необхідно враховувати гідрофікований крюк.  

При моделюванні зчіпки вводиться 
припущення, що роботу зчіпки гідрофікованого 
крюка та ушка напівпричепа можна представити, як 
роботу шарніра (рис. 2) [17]. На рис. 2 наведено 
спрощені схеми машинно-тракторного агрегату з 
причіп- та напівпричіп-цистерн задля формування 
динамічної моделі в площині поздовжніх коливань. 

Силу, що діє в шарнірі зчіпного пристрою 
трактора та напівпричепа можна визначати за 
формулою 

,shar сshar аsharF F F= +  (11) 

де Fcshar – сила пружності шарніру; Fashar – сила 
амортизації шарніру. 

2
1 2 ,сshar shar sharF С С= ⋅∆ + ⋅∆  (12) 

де C1 та C2 – сталі коефіцієнти; Δshar – 
деформація шарніра зчіпного пристрою трактора та 
напівпричепа.  

,аshar shar sharF K= ⋅∆                   (13) 

де Kshar – коефіцієнт, демпфування в шарнірі; 
shar∆ – швидкість деформації шарніру зчіпного

пристрою трактора та напівпричепа. 

Рис. 2 – Спрощена розрахункова схема колісного трактора та напівпричіпного агрегату з урахуванням дії сил 
на тягово-зчіпний пристрій 
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Зіставивши рівняння (11), (12) та (13) 
отримаємо загальне рівняння сили, що діє шарнірі 
тягово-зчіпного пристрою 

2
1 2 .shar shar shar shar sharF С С K= ⋅∆ + ⋅∆ + ⋅∆   (14) 

Визначивши положення вушок тягово-зчіпного 
пристрою трактора та напівпричепа, деформацію в 
шарнірі можна визначити за формулою 

( ) ( )2 2 ,shar a b a bx x z z∆ = − + −   (15) 

де xa та xb – координати горизонтального 
положення вушка зчіпного пристрою трактора та 
вушка зчіпного пристрою напівпричепа в 
повздовжній вертикальній площині, відповідно; za та 
zb – координати вертикального положення вушка 
зчіпного пристрою трактора та вушка зчіпного 
пристрою напівпричепа в вертикальній площині, 
відповідно.  

Координати вушок зчіпного пристрою трактора 
(точка а) та дишла напівпричепа (точка b) можна 
визначити за формулами 

( )sin ,a tr dtr tr trz Z l γ ϕ= − ⋅ +     (16) 

де Ztr – координата вертикального переміщення 
центру ваги трактора в повздовжній вертикальній 
площині; ldtr – відстань від центру ваги трактора до 
точки взаємодії вушка зчіпного пристрою трактора з 
вушком дишла напівпричепа; γtr – кут між 
повздовжньою віссю трактора та прямою проведеною 
через центр ваги трактора та точкою взаємодії вушка 
зчіпного пристрою трактора з вушком дишла 
напівпричепа; φtr – кут нахилу повздовжньої вісі 
трактора відносно центу ваги в повздовжній 
вертикальній площині.  

( )sin ,b pr dpr pr prz Z l γ ϕ= + ⋅ +    (17) 

де Zpr – координата вертикального переміщення 
центру ваги напівпричепа в повздовжній вертикальній 
площині; ldpr – відстань від центру ваги напівпричепа 
до точки взаємодії вушка дишла напівпричепа з 
вушком зчіпного пристрою трактора; γpr – кут між 
повздовжньою віссю напівпричепа та прямою 
проведеною через центр ваги напівпричепа та точкою 
взаємодії вушка дишла напівпричепа з вушком 
зчіпного пристрою трактора; φpr – кут нахилу 
повздовжньої вісі напівпричепа відносно центу ваги в 
повздовжній вертикальній площині.  

( )cos ,a tr dtr tr trx X l γ ϕ= + ⋅ +    (18) 

де Xtr – координата горизонтального 
переміщення центру ваги трактора в повздовжній 
вертикальній площині. 

( )cos ,b pr dpr pr prx X l γ ϕ= − ⋅ +           (19)

де Xpr – координата горизонтального 
переміщення центру ваги напівпричепа в повздовжній 
вертикальній площині. 

Кут взаємодії в шарнірі зчіпного пристрою 
трактора з напівпричепом визначається положенням 
суміжних вушок 

0 0;a b
shar a b a b

a b

z z
arctg if x x and z z

x x
 −

γ = − > − > − 

0 0;a b
shar b a a b

a b

z z
arctg if x x and z z

x x
 −

γ = π+ − < − > − 

0 0;a b
shar b a a b

a b

z z
arctg if x x and z z

x x
 −

γ = π+ − < − < − 

0 0;a b
shar a b a b

a b

z z
arctg if x x and z z

x x
 −

γ = − > − < − 
 

0 0;
2shar b a b aif x x and z zπ

γ = − = − >  

0 0.
2shar b a b aif x x and z zπ

γ = − − = − <  

Визначивши всі вертикальні та горизонтальні 
сили та моменти, що діють на МТА в вертикальній 
повздовжній площині окремо розглянемо нелінійні 
складові коливального процесу. При визначенні 
характеристик пневматичних шин в першу чергу 
необхідно враховувати їх жорсткість та 
демпфірування, що обумовлено втратами на 
внутрішнє тертя. В математичній моделі, що наведена 
у дослідженні [18], враховується тертя в шині, котре 
залежить від її конструктивних особливостей. Тому 
побудова нелінійна характеристика шини базувалась 
саме на роботі [18].  

Рис. 3 – Пружні характеристики шини трактора 

При моделюванні отримано нелінійну зміну 
характеристик шини в динамічному просторі 
поздовжнього руху коливальної системи (рис. 3, 4). 
Як початкові умови бралися характеристики шин 
трактора 23,1 R26 та напівпричепа КФ – 97 16,5/70 – 
18НС 10. 
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Рис. 4 – Пружні характеристики шини напівпричепа 

При розрахунку пневматичних гумово-кордних 
пружних елементів основною задачею є визначення їх 
силової характеристики, а саме залежності між 
навантаженням, що діє на пневматичну ресору та її 
деформацією, тобто розрахунок її жорсткості [19–23]. 

При розрахунку робочих характеристик 
пневматичних пружних елементів, зміну стану 
робочого газу можна описати рівнянням політропи 

npV const= ,  (20) 

де p – абсолютний тиск газу; V – об’єм газу; n – 
показник політропи. 

Величина показника політропи n залежить від 

умов теплообміну між газом і навколишнім 
середовищем і є функцією швидкості зміни об’єму 
газу в оболонці. Для пневматичної ресори можна 
виділити дві граничні характеристики пружного 
елемента – адіабатичну й ізотермічну. 

При статичному навантажені, коли швидкість 
зміни об’єму газу невелика має місце вирівнювання 
температури між робочим газом та оточуючим 
середовищем. Показник політропи n відповідає 
ізотермічному процесу, та дорівнює одиниці. При 
динамічному навантаженні гумово-кордних 
пневматичних елементів, що відповідає режимам 
коливань підвіски на дорожніх нерівностях, 
швидкість зміни об’єму газу велика. Внаслідок 
низької теплопровідності гумово-кордної оболонки, 
теплообмін з оточуючим середовищем ускладнено, 
тепломісткість газу можна вважати постійною, тобто 
для газу має місце адіабатичний процес. Показник 
політропи n може бути прийнятий рівним 1,4. 

Таким чином, ізотермічний та адіабатичний 
процеси являються окремими випадками 
політропного процесу і показник дорівнює n ϵ [1; 1,4]. 

Визначаючи силові характеристики, 
елементарну пневматичну ресору можна представити 
у вигляді гнучкої оболонки закріпленої проміж двох 
фланців із замкнутим внутрішнім об’ємом робочого 
газу. Схему навантаження пневматичного пружного 
елементу можна представити графічно (рис. 5) [20].  

а                                                          б                                                          в 
Рис. 5 – Схема навантаження пневматичної ресори з гнучкою гумово-кордовою оболонкою: 

 а – схема навантаження пневматичного пружного елементу; б – зміна конфігурації оболонки при зміні 
навантаження; в – схема зусиль, що діють на фланець; 1 – гнучка гумово-кордна оболонка; 2, 3 – фланці, що 

створюють замкнутий об’єм; P – осьова сила; r0, r01, r02, r03 – ефективний радіус при різних значеннях осьової 
сили; H0 – наведена висота газового стовпа над поршнем при статичному навантаженні; Z – сила 

меридіанного натягу оболонки, підсумована по окружності фланця; pн – надлишковий тиск 

Оскільки тиск в пневматичній ресорі p та об’єм 
V пов’язані між собою, то абсолютний тиск газу 
можна визначити з залежності 

0
0 ,

n

d

d

V V
p p

V V
 +

= ⋅ + 
 (21) 

де p0 – абсолютний тиск газу при статичному 
навантажені пневматичної ресори; V0 – об’єм газу в 

пневматичній ресорі та додатковому резервуарі при 
статичному навантажені; Vd – об’єм газу в 
додатковому резервуарі пневматичної ресори.  

З умови рівноваги частини гумово-кордної 
оболонки, її несуча здатність визначається  

( )a ,нP p F p p F= ⋅ = − ⋅  (22) 

де F – ефективна площа, обмежена лінією 
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торкання l-l (рис. 5). 
Об’єм газу в пневматичній ресорі та 

додатковому резервуарі розраховується за допомогою 
обчислення наступного інтегрального рівняння 

0
0

.
H

V V FdH= − ∫   (23) 

Отож, формулу для визначення силової 
характеристики пневматичного пружного елемента 
можна представити у вигляді 

0
0

0

,
n

d

d

V V
P P

V V V
 +

= ⋅ − ∆ + 
 (24) 

де P0 – статичне навантаження на пневматичну 
ресору; ΔV – зміна об’єму гумово-кордної оболонки 
пневматичного елементу при деформуванні підвіски. 

0 0 0 ,V F H= ⋅  (25) 

де F0 – ефективна площа при статичному 
навантаженні пневматичної ресори (рис. 5); H0 – 
наведена висота газового стовпа над поршнем при 
статичному навантаженні (рис. 5). 

З урахуванням виразу (23) зміну об’єму 
гумово-кордної оболонки пневматичної ресори можна 
представити в вигляді 

( )0 .V F H ζ= ⋅ −                       (26) 

З урахуванням (25) і (26) вираз (24) отримуємо 

( )
0 0

0
0

.
n

d

d

F H V
P P

F H Vζ
 ⋅ +

= ⋅  
⋅ − +  

  (27) 

Визначення ефективної площі ускладнено, 
насамперед, наявністю конструктивної анізотропії 
структури несучого каркаса пневматичної ресори. 
Додаткові складнощі виникають у зв'язку з тим, що 
матеріали, з яких виготовлена оболонка (гума і корд), 
мають нелінійні характеристики. 

Точний розрахунок характеристик гумово-
кордних оболонок при великих переміщеннях, навіть 
у випадку виготовлення їх з ізотропних матеріалів, 
представляється малоймовірним. У той же час за 
допомогою деяких простих гіпотез, підтверджуваних 
експериментальними даними, можна одержати 
порівняно просте рішення. Для спрощення 
розрахунку приймаємо наступні спрощення: повна 
довжина утворюючої оболонки по меридіану від 
борту до борту, незалежно від величини деформації, 
приймається незмінною; профіль вільної частини 
гумово-кордної оболонки, що не прилягає до 
напрямної частини описується дугою окружності. 

Оскільки гумово-кордна оболонка 
пневматичного пружного елементу представляє 
собою тіло обертання, то ефективну площу можна 
обчислити, як функцію ефективного радіуса, тобто 
відстань від осі обертання до найбільш широкого 
місця профілю оболонки (рис. 5).  

Рис. 6 – Залежність жорсткості пневморесори від деформації передньої підвіски при різних об’ємах газу в 
додатковому резервуарі 

Обчислення жорсткості пневматичної ресори 

( )
( )

0 0 0
1

0

.
n

d
n

d

F P n F H VdPC
d F H Vζ ζ

+

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
= =

⋅ − +  
  (28) 

Окрім пружних характеристик пневматична 
ресора також має дисипативні властивості. На рис. 6 
наведено залежність жорсткості пневморесори від 
деформації передньої підвіски. Відмітимо, що при 
Vd = 0 м3 значення жорсткості Cpb1,2 ∈ [0; 500] кН/м, а 
при Vd = 0,02 м3 – Cpb1,2 ∈ [10; 15] кН/м. 
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Оскільки розміри пневматичних ресор 
обмежені за умови їх розташування між мостом та 
підресореною частиною рами транспортного засобу, 
їх основний об’єм відділений від додаткових 
резервуарів та сполучається з останніми 
трубопроводами. Таким чином пневматичний елемент 
має два об’єми, перемінний робочий та постійний 
додатковий, між котрими створюється рух потоку 
повітря на ході стискання та відбою. В трубопроводах 
встановлюються елементи, які мають калібровані 
отвори певного діаметру та створюють пневматичний 
опір. Принцип пневматичного демпфірування полягає 
в організації потоку повітря через отвори певного 
перетину. Це обумовлено миттєвим перепадом тиску, 
де енергія витрачається на подолання опору руху 
потоку через дроселі й супутнє утворення вихорів 
робочого тіла. Змінюючи параметри дросельних 
пристроїв можна змінювати й дисипативні 
характеристики пневматичної ресори, які значною 
мірою впливають на загальні параметри системи. 

Для розрахунків обрано колісний трактор 3-го 
тягового класу з шарнірно-зчленованою рамою, а 

напівпричіп з максимальною вантажопідйомністю до 
12 т. Як опорну поверхню обрано асфальтобетонне 
покриття, яке описується наступною функцією [7] 

1
2

sin ;tr
gr

X
y A

A
π ⋅ = ⋅  ∆ 

 (29) 

( )( )1 2
2

2
sin ;tr

gr
X l l

y A
A

π − +
= ⋅   ∆ 

 (30) 

( )( )1 4 5 6
3

2
sin ;

tr pr
gr

X l l l l l
y A

A

π − + + + −
 = ⋅
 ∆ 
 

 (31) 

( )( )1 4 5 6
4

2
sin ,

tr pr
gr

X l l l l l
y A

A

π − + + + +
 = ⋅
 ∆ 
 

 (32) 

де A  – амплітуда нерівностей; A∆  – довжина 
хвилі мікроколивань. 

а б 

в г 
Рис. 7 – Результати моделювання руху трактора з напівпричепом:  

а – прискорення сидіння; б – прискорення остову; в, г – динамічне навантаження на переднє та заднє колесо 
відповідно; 1 – пневморесорна з амортизатором; 2 – пневморесорна без амортизатора; 3 – серійна ресорна 

підвіска 
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Аналізуючи отримані дані відмітимо, що 
резонансна зона, залежно від обраного типу системи 
підресорювання, зміщується.  

Це пояснюється нелінійним характером змін 
жорсткості елементів підвіски колісного трактора та 
напівпричепа. 

 
Обговорення результатів 

 
Теоретичне дослідження встановило, що 
– в зоні ω ϵ [1,2; 1,4] Гц найбільший вплив на 

показники переднього моста трактора; 
– в зоні ω ϵ [1,9; 2,2] Гц найбільший вплив на 

характеристики остова колісного трактора. 
Найкращі показники по вертикальним 

прискоренням сидіння та остова трактора (рис. 7, а, б) 
відбувається при системі підресорювання – 
пневморесора з амортизатором. Це підтверджується 
даними з табл. 1. 

На вертикальні коливання після резонансної 
зони остова трактора суттєвий вплив робить вага 
напівпричепа. Окрім того між резонансними зонами 
переднього моста та остова трактора спостерігається 
вплив довантажувальної частини маси напівпричепа.   

 
Таблиця 1 – Показники плавності руху та динамічної навантаженості в резонансних зонах переднього 

моста та остова трактора 
 

Показники 

Тип підресорювання переднього моста трактора 
Пневморесорна з 
амортизатором 

Пневморесорна без 
амортизатора Серійна ресорна підвіска 

Передній міст Остов Передній 
міст Остов Передній 

міст Остов 

trZ , м/с 0,78 3,38 1,06 8,15 2,55 4,09 

CZ , м/с 0,84 2,6 1,3 3,38 2,4 3,08 
Fsh1, кг 168,2 272,2 394 331 586 354,7 
Fsh2, кг 142,2 892,7 130,8 1105,5 291,8 827,7 

 
Що стосується показників динамічної 

навантаженості на ходові системи (Fsh1 та Fsh2 з рис. 7, 
в, г), то використання системи підресорювання 
пневморесора з амортизатором також є бажаною.  

Перспективою подальших досліджень є 
встановлення руйнівного характеру впливу 
динамічного навантаження на окремі деталі ходової 
системи. Особливо цінним будуть дослідження з 
перемінною масою напівпричіпного агрегату 
(цистерни, ґрунтооброблюваного агрегату, 
розкидачів, тощо) при виконанні транспортних 
операцій. 

 
Висновки 

 
На основі матеріалів даної роботи сформовано 

математичну модель поздовжнього руху машинно-
тракторного агрегату в горизонтальній та 
вертикально-кутовій площинах. Дана модель дозволяє 
при динамічному вирішенні задач оцінювати 
плавність руху та динамічну завантаженість на ходову 
систему транспортного засобу. 

1. Побудована модель вигідно відрізняється від 
існуючих врахуванням нелінійних характеристик 
пружних та дисипативних характеристик підвіски, 
пневматичних елементів, шин та, особливо, 
моделюванням процесів в тягово-зчіпному пристрої.  

2. Модель має змогу імітувати рух переднього 
моста колісного трактора трьома видами 
підресорювання: пневморесорна з амортизатором, 
пневморесорна без амортизатора, серійна ресорна 

підвіска. На основі цієї здатності оцінено вплив на 
плавність руху та динамічну завантаженість ходової 
системи, а саме: 

– у зоні резонансу переднього моста, 
порівнюючи застосування пневморесори з 
амортизатором замість серійної підвіски, 
простежується ефект зменшення частотної 
характеристики прискорень остова на 63,5 %, а 
сидіння на 18 %; 

– у зоні резонансу остова простежується ефект 
зменшення частотної характеристики прискорень 
остова на 58,2 %, а сидіння на 13,4 %. 
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АННОТАЦИЯ Приведена математическая модель продольно-углового движения машинно-тракторного агрегата на базе 
колесного трактора и полуприцепного агрегата. Модель позволяет учитывать нелинейность изменения упругих и 
диссипативных характеристик подвески, пневматических элементов, а также колебательное движение в шарнире 
тягово-прицепного устройства. Предложен математический алгоритм для определения нелинейной характеристики 
пневматической рессоры в зависимости от деформации передней подвески колесного трактора. Поскольку сегодня 
главными трендами современного тракторостроения является увеличение эксплуатационной скорости движения и 
наращивания мас в грузоперевозках, то исследования в области плавности движения считается актуальным. Это 
обусловлено влиянием растущих возмущающих факторов, возникающих при увеличении скоростей движения на показатели 
качественные подвески транспортного средства. Установлена закономерность изменения динамической нагруженности 
ходовой системы колесного трактора при выполнении транспортных работ с полуприцепным агрегатом в зависимости 
от агротехнического состояния опорной поверхности и наличии зазора в тягово-сцепном устройстве. Установлено 
влияние различных систем подрессоривания переднего моста колесного трактора на показатели плавности движения 
(среднеквадратичное ускорение рамы и сиденья трактора) и динамической нагруженности на ходовую систему колесного 
трактора. Целесообразность данных исследований обоснованно наличием как практической, так и теоретической 
ценности. Практическая ценность работы заключается в том, что она позволяет еще на этапе проектирования или 
модернизации колесного трактора с полуприцепом выявить динамические составляющие, которые негативным образом 
будут влиять на плавность движения. Теоретическая значимость заключается в предоставлении математического 
алгоритма для возможности оценки динамической нагруженности ходовой системы машинно-тракторного агрегата. 
Что дает определенные эффекты от внедрения в области надежности.  
Ключевые слова: трактор колесный; полуприцеп; ходовая система; динамическая нагруженность; пневморессоры; 
прицепное устройство.  
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