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АНОТАЦІЯ Розглядаються класичний алгоритм Герцеля обчислення прямого та зворотнього дискретного перетворення 

Фур'є для елементів кінцевого поля GF(2m), а також його модифікація. Показано, що модифікований алгоритм 

знаходження позицій помилок в кодовій послідовності належить скоріше до класу швидких алгоритмів обчислення 

дискретного перетворення Фур'є, ніж до класу напівшвидких. Проведено аналіз існуючих методів декодування кодових 

послідовностей циклічних двійкових кодів, що дозволяють визначити та виправити помилки, які виникають у результаті 

дії зовнішніх завад. Представлено для оцінки ефективності роботи засоби обчислення поліному локаторів помилок в 

часовій та в спектральній області. Визначено основні переваги спектрального підходу, що дає можливість використання 

прямого перетворення Фур’є у кінцевих полях Галуа. Показано, що декодування БЧХ-кодів у спектральній області з 

використанням перетворення Фур'є для знаходження помилок та виправлення кодових слів значно пришвидшує 

декодування, особливо для довгих кодів. Розглянуто метод обчислення спектральних компонент з визначенням вектору 

синдрому за допомогою поліному залишку від ділення на мінімальний многочлен. Алгоритм дає можливість отримати 

значення многочлена в усіх точках кінцевого поля Галуа за меншу кількість операцій додавання та множення, за рахунок 

того що поліном залишку обчислюється один раз для кожного сполученого класу. Запропоновано алгоритм знаходження 

n–2t спектральних компонент вектора помилок через відомі t коефіцієнтів поліному локаторів помилок та відомі 2t 

сіндромних компонент, обчислених на першому етапі декодування. Підтверджено, що запропонований спектральний 

метод декодування БЧХ-кодів базується на використанні швидкого перетворення Фур'є у полях Галуа дозволяє прискорити 

обчислення синдромів та знаходження поліному локаторів помилок без ітерацій, а саме використовуючи перетворення 

Фур'є замість алгоритму Берлекемпа-Мессі.  

Ключові слова канал зв'язку; спектр сигналу; перетворення Фур’є, параметри кодера; декодування 

завадостійких кодів, поля Галуа. 
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ABSTRACT The classical Herzel algorithm for calculating the forward and inverse discrete Fourier transform for elements of the 

finite field GF(2m) is considered, as well as its modification. It is shown that the modified algorithm for finding error positions in a 

code sequence belongs to the class of fast algorithms for calculating the discrete Fourier transform rather than to the class of semi-

fast ones. An analysis of existing methods for decoding code sequences of cyclic binary codes is carried out, which allow to identify 

and correct errors that arise as a result of the action of external interference. Means for calculating the polynomial of error locators 

in the time and spectral domains are presented to assess the efficiency of the work. The main advantages of the spectral approach 

are determined, which makes it possible to use the forward Fourier transform in finite Galois fields. It is shown that decoding BCH 

codes in the spectral domain using the Fourier transform for finding errors and correcting codewords significantly speeds up 

decoding, especially for long codes. A method for calculating spectral components with the definition of the syndrome vector using 

the polynomial of the remainder from division by the minimal polynomial is considered. The algorithm makes it possible to obtain the 

value of the polynomial at all points of the finite Galois field for a smaller number of addition and multiplication operations, due to 

the fact that the remainder polynomial is calculated once for each connected class. An algorithm for finding n–2t spectral 

components of the error vector through the known t coefficients of the polynomial of error locators and the known 2t syndrome 

components calculated at the first stage of decoding is proposed. It is confirmed that the proposed spectral method for decoding 

BCH codes based on the use of the fast Fourier transform in Galois fields allows to speed up the calculation of syndromes and 

finding the polynomial of error locators without iterations, namely, using the Fourier transform instead of the Berlekamp-Massy 

algorithm. 
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Galois fields 

Вступ 

В сучасних телекомунікаційних мережах 

мережах супутниковий зв’язок відіграє важливу роль 

у глобальних комунікаціях, особливо там, де немає 

можливості використовувати наземну інфраструктуру 

(океан, пустеля, гори). Він застосовується в 

телекомунікаціях, GPS, телебаченні, військових і 
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наукових місіях. В системах обробки та передачі 

даних головною вимогою до телекомунікаційних 

мереж є стабільний та надійний зв’язок з високою 

ступеню достовірності. Швидкість та якість передачі 

даних повинна відповідати потребам користувачів, а 

саме забезпечувати низький рівень затримок (latency), 

особливо для реального часу (онлайн-дзвінки, 

відеоконференції, VoIP). Головною вимогою до 

каналів зв’язку є стійкість до перешкод, в наслідок 

яких інформація що передається може бути 

спотворена [1]. В наслідок використання 

супутникового зв’язку в складних умовах (дощ, сніг, 

сонячна активність) питання захисту сигналу від 

перешкод є особливо актуальним. 

В супутникових мережах використовується 

технологія Adaptive Coding and Modulation (ACM) – 

адаптивна кодомодуляція, яка динамічно змінює 

параметри модуляції та кодовиї швидкості залежно 

від умов роботи каналу зв’язку. Основні етапи 

функціонування ACM технології [2]. 

1. Моніторинг якості каналу – система 

вимірює рівень сигналу, завади, затримки та інші 

параметри.. 

2. Вибір оптимальної модуляції – якщо канал 

чистий, використовується складніша модуляція для 

більшої швидкості (16-QAM, 64-QAM). Якщо є 

перешкоди, вибирається простіша модуляція (QPSK, 

BPSK). 

3. Зміна кодування (FEC – Forward Error 

Correction) – якщо сигнал слабкий, збільшується 

рівень корекції помилок. 

Адаптивна модуляція та кодування (ACM) – це 

одна з ключових технологій Starlink, яка допомагає 

підтримувати стабільний зв’язок, навіть при складних 

умовах. Завдяки ACM, Starlink може гнучко 

змінювати параметри передачі, забезпечуючи високу 

швидкість, низьку затримку та ефективність 

використання спектру [3,4]. Адаптивна модуляція та 

кодування дозволяє збільшити швидкість зв’язку та 

зменшити втрати даних у супутникових мережах. В 

ACM системах для виявлення та виправлення 

помилок використовують коди Ріда-Соломона (Reed-

Solomon Codes) та БЧХ коди які разом з LDPC 

використовуються для виправлення перш за все 

пакетних помилок. Вони забезпечують захист від 

втрати пакетів, радіоперешкод і космічного 

випромінювання [5,6]. І хоча коди Ріда-Соломона 

(RS) є потужним методом виправлення помилок у 

GPS, вони мають певні обмеження та недоліки, які 

можуть впливати на продуктивність та ефективність 

системи. В наслідок того що RS-коди базуються на 

алгебраїчних операціях у полях Галуа вони є 

обчислювально складними. Декодування потребує 

матриць обернень та інших складних операцій. Це 

може бути вузьким місцем для енергоспоживання 

мобільних пристроїв та вбудованих GPS-чипів. Якщо 

сигнал ослаблений через погодні умови або 

багатопроменеве поширення, RS-коди можуть не 

виправити всі помилки, тому що високе 

обчислювальне навантаження та складні алгоритми 

неефективні для слабких процесорів [7]. 

Так як при кодуванні та декодування БЧХ та 

RS-кодів використовується арифметика полів Галуа 

обчислювальні процедури потребують складних та 

надмірних алгебраїчних операцій, що значно 

ускладнюють процес передачі кодових 

послідовностей. Тому сучасні алгоритми БЧХ, RS-

кодів потребують оптимізації с точки зору складності 

обчислювальних операцій.  

 

Мета роботи 

 

Метою роботи є проведення аналізу засобів та 

алгоритмів захисту інформації від помилок в 

цифрових каналах зв’язку, порівняння спектральних 

та часових методів декодування кодових 

послідовностей циклічних кодів з елементами поля 

Галуа, опис прискореного алгоритму обчислення 

спектральних компонент сіндромного вектору та 

знаходження поліному локаторів помилок з фіксацією 

позицій помилок.  

 

Виклад основного матеріалу 

 

БЧХ коди задаються своїми параметрами: n – 

довжина кода, t – кількість помилок, які здатен 

виправити код, породжуючий поліном g(x), що 

задається коренями αb, αb+1, …, αb+2t-1 – елементи 

кінцевого поля GF(2m) [1] 

 

                  
   .                       (1) 

 

При отриманні інформаційної послідовності 

          
         

           
      з 

коефіцієнтами, що належать полю GF(2m) {   
      } кодовий RS пристрій виконує кодування за 

допомогою породжуючого поліному g(x) за 

наступним алгоритмом [2,8] 

 

                       .              (2) 

 

Тоді закодована послідовність систематичного 

коду представляє коефіцієнти деякого полінома v(x), 

обчислюваного як сума зрушеного на r позицій вліво 

інформаційного полінома та полінома залишку R(x) 

[3] 

 

                 .                 (3) 

 

При передачі кодового слова по каналу зв'язку 

або при зберіганні даних на носії інформація може 

бути спотворена в силу дії шумів у каналі передачі 

даних або пошкодження носія даних. У такому 

випадку можна говорити, що на кодову послідовність 

буде накладено деяке спотворення e(x) і поліном v(x) 

в результаті матимемо поліном спотвореного кадру 

f(x) = v(x) + e(x). При цьому можуть спотворюватися 
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будь-які коефіцієнти кодового полінома як 

інформаційні, так і надлишкові.  

При декодуванні кодів Боуза-Чоудхурі-

Хоквінгема (БЧХ-кодів) найскладнішим етапом з 

обчислювальної точки зору є розв’язання системи 

алгебраїчних рівнянь для знаходження позицій 

помилок. Цей етап включає [9]: 

1. обчислення синдромів помилок та 

визначення сіндромного поліному S(x), 

2. розв’язання ключового рівняння та 

формування поліному локаторів помилок σ(x),  

3. знаходження корнів поліному локаторів 

помилок (найскладніший етап) 

4. обчислення значення та позиції помилок в 

кодовій послідовності.  

Як відомо ці етапи можна виконати як за 

різними методами – в часовій (класичні алгоритми, 

наприклад, Берлекемпа-Мессі, Чорлецького) та і в 

спектральній області (з використанням перетворення 

Фур'є в полях Галуа – FFT) [10]. В табл. 1 надано 

порівняння за основним критеріями цих методів. 
 

Таблиця 1 – Порівняння засобів декодування 

БЧХ кодів 
 

Критерій 
Часова 

область 

Спектральна 

область 

Обчислювальна 

складність 

O(t2), де t – 

кількість 

помилок 

O(n log n), де n – 

довжина коду 

Ефективність 

для коротких 

кодів (n<100) 

Висока 

(швидкий 

алгоритм) 

Малоефективна 

через накладні 

витрати FFT 

Ефективність 

для довгих 

кодів (n>255) 

Неоптимальна, 

складність 

O(t2) швидко 

зростає 

Дуже ефективна, 

працює в 

O(n log n) 

Апаратна 

реалізація 

Просте 

апаратне 

виконання 

Потребує швидкого 

перетворення Фур'є 

Гнучкість 

Добре працює 

навіть при 

малих t 

Ефективна тільки 

при великих n і 

великій кількості 

помилок 

Залежність від 

розміру поля 

GF(2m) 

Складність 

зростає при 

великих m 

Добре підходить 

для великих 

полів 

Застосування 

Класичні БЧХ-

коди, 

компактні 

пристрої 

Довгі кодові 

слова, швидкісні 

канали 

 

Для коротких БЧХ кодів ((63,51), (127,99)) 

краще використовувати метод Берлекемпа-Мессі, 

оскільки FFT не дає виграшу для малих n. Для довгих 

БЧХ кодів ((255,223), (1023,973)) спектральний метод 

із FFT суттєво зменшує обчислювальні витрати (з 

O(t2) до O(n log n)). Якщо потрібно швидке апаратне 

декодування, то методи спектральної області можуть 

бути ефективнішими, якщо реалізоване FFT у GF(2m). 

Таким чином, більш перспективним є метод 

декодування БЧХ кодів на базі спектральних 

обчисленнях [11]. Отже для знаходження основних 

компонент спектру через дискретне перетворення 

Фур’є довжини n вектора f=(fi),           
необхідно обчислити вектор        [12,13] 

 

     α       
     

                  ,       (4) 

 

 де α – елемент поля GF(2m). 

Для малих значень n як ми бачимо з табл. 1 

FFT є мало ефективним, адже не дають суттєвого 

виграшу, оскільки їхні переваги проявляються лише 

при великих n, але при цьому процес декодування 

потребує складних обчислень з операціями додавання 

та множення n2 і при великих значеннях n воно стає 

не ефективним с точки зору швидкості та якості. 

Таким чином, в системах з довгими кодами швидкість 

обчислення може бути збільшена, якщо 

використовувати швидкі алгоритми перетворення 

Фур’є. Одним з таких представників є алгоритм 

Герцеля, що використовує мінімальні многочлени 

φi(x) поля GF(2m) [14,15].  

Елементи з розширеного поля GF(2m) αi, α2i, α4i, 

…, ατ, які є корінням одного і того ж самого 

многочлена над GF(2) є сполученими. Ступені 

сполучених елементів поля утворюють циклотомічні 

суміжні класи [16] 

 

                       , 
 

 де i –  ступень елемента  розширеного поля 

GF(2m). 

Двійковий поліном найменшого ступеня, для 

якого елемент αi з розширеного кінцевого поля GF(2m) 

є коренем є мінімальним многочленом φi(x). При 

цьому ступінь мінімального многочлена дорівнює 

числу елементів відповідного циклотомічного класу. 

Тоді многочлен φs(x) за допомогою його коренів може 

бути представлений [17]. 

 

                   
.                        (5) 

 

Отже, компоненти спектру    можуть бути 

знайдені за два етапи: 

1. Обчислити залишки від ділення поліному 

f(x) на мінімальний многочлен кожного 

циклотомічного класу [18] 

 

                   ,                    (6) 

 

де                 ,      

      
     

   ,           l - кількість сполучених 

класів.  

Таким чином, для l циклотомічних класів ми 

отримаємо поліноми виду 
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2. Обчислити значення поліному залишку 

      в усіх значеннях елементів кінцевого поля 

GF(2m) 

 

      α         
      

                 .   (7) 

 

 де αi  – корінь мінімального многочлена      . 

Знаходження синдромних компонентів    в 

спектральній області за представленим алгоритмом  

дає можливість далі обчислити вектор помилок на 

частотах j = 1, 2, …, 2t  

 

                  .                       (8) 

 

Якщо перші 2t спектральних компонент 

вектору помилок визначені через сіндромні 

коефіцієнти                        , то інші 

n–2t невідомих компонент вектору E можна знайти за 

допомогою коефіцієнтів Δ1, Δ2, …, Δτ за формулою 

 

     Δ     
 
                         (9) 

 

Таким чином, можна визначити всі значення 

вектора в частотній області                  . Далі 

для знаходження поліному помилок e(x) в часовій 

області необхідно обчислити вектор помилок    
               як зворотнє перетворення Фур’є за 

формулою 

   
 

 
   α

      
                          (10) 

 

Тоді процедура декодування завершується 

правильно, якщо фактичне число помилок не 

перевищує виправну здатність коду. 

Алгоритм декодування БЧХ кодів в частотній 

області із застосуванням дискретного перетворення 

Фур’є та формули Герцеля. 

1.  Формування кодового слова з помилками 

для процесу декодування. 

2.  Обчислення та знаходження 2t компонент 

синдрому алгоритмом Герцеля. 

3.  Обчислення ключового рівняння та 

знаходження τ коефіцієнтів поліному локаторів 

помилок Δ  Δ    Δ  методом Бєрлєкемпа-Мессі.  

4.  Знаходження інших n–2t компонент 

синдрому через рекурентну схему та отримання 

вектору помилок в частотній області    
              . 

5.  Виконання зворотнього перетворення 

Фур’є для компонент вектору помилок та отримання 

значень коефіцієнтів многочлена помилок в часовій 

області. 

Алгоритм дає можливість отримати значення 

многочлена в усіх точках кінцевого поля Галуа за 

меншу кількість операцій додавання та множення. 
 

Обговорення результатів 
 

Розглянемо кінцеве поле GF(23) з примітивним 

поліномом            , що має три 

циклотомічних класів з відповідними сполученимим 

елементами та мінімальними многочленами (табл.2). 

Припустимо що кодовий вектор має ступінь 6 

                        для коду з 

параметрами (7, 4, 3).  

 

Таблиця 2  – Мінімальні поліноми поля GF(23) 

 

Циклотомічні 

класи Сs 

Сполучені 

елементи. 

Мінімальний 

многочлен  

С0 = {0} 1 φ0(х) = х + 1 

С1 = {1, 2, 4}; α, α2, α4 φ1(х) = х3 + х + 1 

С3 = {3, 6, 5} α3, α6, α5 φ2(х) = х3 + х2 + 1 

 

Обчислимо синдромні компоненти в частотній 

області через поліноми залишків 

                  ступінь яких складає           

                         . скориставшись 

схемою ділення поліномів з залишком.  

На рис. 1 представлено за допомогою регістрів 

зсуву схема ділення многочлена     , коефіцієнти 

якого є {f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6} на мінімальний многочлен 

φ1(х) = х3 + х + 1. 

 

f0 f1 f2 

 

 
 

 

 

 

 

Рис. 1 – Схема ділення поліному       

на мінімальний многочлен φ1(х) 

 

Після проходження всіх двійкових коефіцієнтів 

{f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6} полінома      через регістр зсуву 

на виходах отримаємо алгоритм для формування 

відповідних коефіцієнтів поліному       (рис. 2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2 – Формування коефіцієнтів полінома       

f3 f4 f5 f6 

     

     

     

            
r2,1=f2+f4+f5+f6 

r1,1=f1+f3+f4+f5 

r0,1=f0+f3+f5+f6 
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Використовуючи запропонований метод 

знаходження залишків від ділення через схему 

регістру зсуву, знайдемо алгоритм формування 

коефіцієнтів полінома       як залишок від ділення 

многочлена      на мінімальний поліном 

φ2(х) = х3 + х2 + 1 (рис. 3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3 – Формування коефіцієнтів полінома       

 

Таким чином, спектральні компоненти спектру 

для елементів сполученого класу α, α2, α4 в 

загальному вигляді можна знайти через добуток 

матриці коефіцієнтів кодового поліному та вектора 

    . 

 
  

  

  

   
   α   α 

   α   α 

   α   α 

   

             
             
             
             

  

 
 
 
 
 
 
 
  

  
  

  

  
  

   
 
 
 
 
 
 

 

 

Після отримання синдромних компонент в 

спектральній області       за формулою (8), (9) 

можна обчислити спектральні компоненти вектору 

помилок для подальшого знаходження позицій 

помилок в часовій області. Таким чином, 

запропонований алгоритм дає складність порядку 
 

 
      операцій множення та порядку n2 операцій 

додавання над елементами поля GF(2m). 

 

Висновки 

 

Для знаходження спектральних компонент в 

усіх точках кінцевого поля Галуа необхідно знайти 

залишок від ділення на мінімальний многочлен поля 

для кожного циклотомічного класу та обчислити 

значення отриманого залишку в точці αi. Оскільки всі 

елементи поля Галуа діляться на сполучені класи, 

кожен з яких має свій мінімальний многочлен і 

відповідно загальний залишок від ділення, тому 

достатньо обчислити один раз цей залишок для всього 

класу сполучених елементів. Якщо вхідний вектор 

належить кінцевому полю GF(2) то його пертворення 

Фур’є може бути обчислено без множення в полі 

GF(2m), так як розрахунок спектральних компонентів 

зводиться до множення елементів з поля GF(2) на 

елементи з GF(2m). Таким чином, для двійкового кода 

синдром обчислюється без множення в полі GF(2m) не 

більш ніж з n log n додавання в GF(2) та не більш ніж 

з log n додавання в GF(2m). 
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